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Abstract:  

これまでの実証分析によって株価の変動は単純なランダムウォークではなく、いくつかの特徴が

あることが知られている。例えば、（１）収益率の自己相関は小さいが、絶対値収益率の自己相

関は長期にわたっている、（２）収益率分布は正規分布とは違い、裾野の広がった分布をしてい

る、（３）ボラティリティクラスタリングが現れる、等の特徴がある。これらの特徴を捉えた、

非常に簡単なモデルとして Bornholdt のイジングモデルがある。本研究では、このモデルを相互

作用のある複数の株価時系列モデルに拡張し、シミュレーションを行った。その結果、元のモデ

ル同様の株価の変動の性質を持ちつつ、且つ株価のボラティリティ間に相関のあるモデルとなる

ことが分かった。 

 

 

１．はじめに 

株価の変動は性質は実証分析によってよく調べら

れており、それらの性質は Stylized facts[1]として知

られている。例えば、（１）収益率の自己相関は小さ

い、（２）絶対値収益率の自己相関は長期にわたる、

（３）収益率分布は正規分布とは違い、裾野の厚い

分布である、（４）ボラティリティクラスタリングと

いう変動の大きい時期が続いたり、変動の小さい時

期が続く、などの性質がある。株価変動のシミュレ

ーションを行う場合、実証的に知られているこれら

の性質を再現できるモデルを使うのが望ましい。本

研究では、シミュレーションに Bornholdt のイジング

モデル[2]を利用するが、このモデルは非常にシンプ

ルでありながら、これらの性質を反映することがで

きる。このモデルでは２つの相反する作用のみを導

入する。１つは周りに同調するマジョリティ効果に

対応し、例えば周りに買う人が多ければ自分も買お

うとし、逆に売る人が多ければ自分も売ろうとする

ことに対応する。もう１つは、全体の動きと反対の

行動をとるマイノリティ効果である。これは、市場

全体に買う人が多ければ自分は売ろうとし、売る人

が多ければ買おうとすることに対応する。これら２

つの作用によって、このモデルは複雑な非定常な動

きを見せる。Bornholdt によるこのモデルの提唱後、

このモデルを使った研究がなされているが、それら

は株価の１時系列を扱ったものである。実際の市場

では多数の株価が取り引きされ、それらの株価間に

は相関がある場合が多い。従って、現実的な市場の

シミュレーションには、多数の株価の変動をシミュ

レーションできるモデルが必要となる。本研究では、

Bornholdt のモデルを拡張し、複数の株価のシミュレ

ーションを行うモデルを構築し、そのモデルによる

シミュレーションの結果を報告する。 

 

２．Bornholdtモデル 

D 次元の
DL 格子を考える。エージェント iはこの

格子点 i にいるとする。この時、全体で
DLN  個

のエージェントが存在することになる。エージェン

トはスピン Siを持ち、Siは＋１または－1 の値をと

るとする。ここでは、＋１の場合をエージェントの

買う状態、－1 の場合を売る状態と考える。エージ

ェントは周りのエージェントの状態によって確率的

に自分の状態を決める。まず、マジョリティ効果に

対応する部分は通常のイジングモデルと同じで、最
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近接エージェントの取る状態によって決まる。イジ

ングモデルと違うのはマイノリティ効果に対応する

部分である。市場全体の状態を測る量として磁化を

導入する。磁化はスピン Siをすべて足し合わせたも

のとして定義される。磁化が正の値であれば、買う

状態が多く、逆に負の値であれば売る状態が多いこ

とになる。また、磁化の絶対値が大きいときは、市

場が過熱してバブル的になっていると考えられる。

このようなバブル的な状態はいずれ弾けると考える

と、将来のロスを避けるためには過熱した状態（マ

ジョリティ）とは逆の状態（マイノリティ）に移っ

ていた方がよいことになる。そこで、マイノリティ

効果では、磁化の絶対値が大きいときは、自分の状

態を変える確率が高くなるようにする。 

以上のことをまとめると、Bornholdt モデルでは以

下の確率ｐでスピンの状態をアップデイトしていく

[2]。 
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j で定義される。 ijJ は周りのス

ピンとの相互作用の強さを表し、普通最近接のスピ

ンのみ 1ijJ とし、その他はゼロとする。 はオリ

ジナルなイジングモデルでは温度の逆数に対応する。

 の値を相転移温度以下に設定しることによって、

スピンは揃おうとするが、（３）式の第 2項があるた

めに、シミュレーションを行うと、order相になった

り disorder相に変化したりと複雑な動きを見せる。 

図 1 は 100L の 2 次元格子上でパラメータを

20,2   としてシミュレーションした時の磁

化 )(tM の時系列である。アップデイトは周期的境

界条件のもとで行った。 

収益率は[3]に従って 

2/))1()(()(  tMtMtR        (4) 

で定義する。図 2 は収益率の時系列である。収益率

には変動の大きい時期や小さい時期が続くボラティ

リティクラスタリングが現れている。 

 

 

図１ 磁化 )(tM の変動。 

 

 

図２ 収益率 2/))1()(()(  tMtMtR の変

動。 

 

 

図３ 収益率分布。 

 



 
図４ 収益率累積分布。 

 

図 3はパラメータ を変えてシミュレーションを

行い、その収益率分布を表示したものである。正規

分布とは違い、裾野の厚い分布となっている。 

図 4 は収益率の累積分布を表している。裾野に冪

的な振る舞いが見られることが分かる。 

 

３．Potts-likeモデル 

Bornholdt モデルでは、スピンの状態は買うか売る

かの２つの状態を取るが、複数の状態を考えること

も可能である。例えば、[4,5]では、買う、売る、何

もしないの３つの状態を考えたモデルを提唱してい

る。例えば、買う状態を＋１、売る状態を－１、何

もしない状態を０とすると、このモデルでは、以下

の確率でスピンをアップデイトする。 

 

スピンが
iS ＝＋１または－１になる確率： 
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スピンが iS ＝０になる確率： 

ZKMSih

SSP

ii

ii

/))2||(),((exp(        

)(

 


  (6) 

ここで、 ),( iSih  は周りと同じ状態のスピンがい

くつあるかをカウントするものに対応し 
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で定義される。 ji, は i番目のスピンの周りのスピ

ンｊについての和を表す。Z は全確率の和が１にな

るように規格化するもので、 
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を満たすように決定される。K は以下で定義される

inactivity rate で、０になっているスピンの数を全格

子数 Nで割ったものである。 
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図５ Inactivity rate. 

 

 

 
図６ 収益率分布。 

 

図５は の値を変えたときの K の値を表す。ここ

では、2 次元格子、 100L 、 10,2   でシミ



ュレーションを行っている。  値が小さいときはス

ピンが０を取る確率が高く、逆に大きいときは０を

取る確率が小さくなっている。 

 図６は収益率分布を表している。 値が大きいと

きは０をとるスピンの数が少なくなっているので

Bornholdt モデルに近づくことになり、図３と同様の

収益率分布になっている。一方、  値が小さいとき

は、指数関数的な収益率分布になっている。冪的で

はなく、指数関数的な収益率分布も実際の市場、特

に発展途上国の市場で見られることがある[6 ]。 

 

３．複数時系列イジングモデル 

これまでのシミュレーションでは 1 時系列のシミュ

レーションが行われているが、現実の市場はたくさ

んの株価が取り引きされ、それらの株価は相関を持

って変動している。ここでは、複数の株価が相関を

持って変動するモデルを Bornholdt モデルの拡張に

よって構築する[7,8]。 

 今、K 個の株価があるとする。 l番目の株価に対

して、（３）式を以下のように変更する。 
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ここで、（10）式の右辺３項目が他の株価との相関を

磁化 )(tM の値に応じて取り入れる項であり、 jl が

相関の強さを表すパラメータである。 l番目のスピ

ン )(
)(
tS

l

i は Bornholdtモデルと同様に以下の確率で

アップデイトしてゆく。 
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３．シミュレーション 

ここでは、３個の株価（K＝３）が相関を持って変

動する場合の結果を紹介する。２次元の格子を用い

格子サイズは 120L とし、パラメータは

1,35,2  ijJ とした。相互作用のパラメー

タ は 



















015.01.0

15.0005.0

1.005.00

         (13) 

とし、ここでは対称な相互作用を仮定した。相互作

用は
231312   となっており、これは株１と株

２の間の相互作用が一番小さく、株２と株３の相互

作用が一番大きくなるように設定されている。 

シミュレーションは、逐次ランダムにスピンをア

ップデイトして行き、始めの 10,000 サンプルは

thermalization として捨てて、その後の 500,000 サン

プルを解析に利用した。 

 図７は磁化の変化を表している。ここでは、デー

タの一部（150,001 番目のデータから 180,000 番目の

データ）のみを表示しある。株１と他のデータとの

間には似た変動はあまり見られないが、株２と株３

の間には似た変動が見られる。 

 

 

図７ 複数時系列イジングモデルにおける磁化の変

動。 

 

図８は収益率の変動を表している。収益率の定義

は(4)と同じである。ここでも、株価２と株価３の間

には同時期に似た変動が多くみられる。 



 
図８ 複数時系列イジングモデルにおける収益率の

変動。 

 

 

図９ 複数時系列イジングモデルにおける収益率分

布。 

 図９は収益率分布を表しており、Bornholdt モデル

と同様に裾野の厚い分布となっている。 

  

表１ ボラティリティ（株価収益率の絶対値）間

の相関係数。 

 Stock1 Stock2 Stock3 

Stock1 1 9.91×10-2 0.133 

Stock2 9.91×10-2 1 0.212 

Stock3 0.133 0.212 2 

 

表 1 は株価のボラティリティ間の相関を求めたも

のである。ここでは、ボラティリティとして株価収

益率の絶対値を利用している。表 1 から、株１と２

の間の相関は小さいが、株２と３の相関は大きくな

っていることが分かる。これは、(13)のように相互

作用のパラメータ を設定したことと整合している。 

 

図１０ 収益率の自己相関関数。 

 

 

図１１ 絶対値収益率の自己相関関数。 

 

 図１０は収益率の自己相関関数を表しており、自

己相関は非常に短期でほぼゼロとなっている。一方、

図１１は絶対値収益率の自己相関関数であるが、長

期の相関が見られる。これらの性質は実際の市場の

株価収益率で見られる性質と一致している。 

 

４．まとめ 

 本研究では、1 時系列のモデルである Bornholdt モ

デルを拡張し、複数の相関のある時系列のモデルに

拡張を行い、シミュレーションを行った。株価収益

率の性質は元の Bornholdt モデルと同様に、実際の市

場の収益率の性質を反映したものとなった。また、

絶対値収益率で代用したボラティリティ間に相関が

現れるモデルとなった。 
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