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Abstract: We propose a method to assess the risk of financial time series with an unconditional

distribution estimated from them. Because it is not easy to infer its tail shape due to a lack of

data in a practical manner, we adapt a parametric method with a q-Gaussian distribution. We

introduce Value-at-Risk (VaR) to measure risk and compare it with variance under the q-Gaussian

assumption. We examine performance of the maximum likelihood estimator with the q-Gaussian

log-likelihood function. By using the distribution estimates, we compute the errors, defined as

the difference between estimation and the real value. Finally,we conduct an empirical analysis on

log-returns of a stock traded in the Tokyo Stock Exchange by using the proposed method.

1 導入

株価の対数収益率の密度分布は fat-tail性を有し,特
に q-Gauss分布でよくフィットできることが知られて
いる [1]. また, q-Gauss分布は Gauss分布の逆分散を
χ2分布に従って変化させた場合の周辺分布として求め
られることができる [2]. このことから,株価変動にお
いては,ボラティリティの時間不均一性が q-Gauss分布
がよく一致するひとつの原因であると考えることがで
きる.

また, q-Gauss分布は裾野がべき的に減少する fat-tail

性を有することから,株価のリスク分析において, tail

部分の評価が重要になる場合に損失リスクの評価に有
効である. 金融資産のリスク指標としてしばしば分散
が用いられるが,分散を用いて損失額等の下方リスクを
評価することは,fat-tail性を有する場合に,適切でない
ことが知られている. そのため, 損失リスクの評価指標
である Value-at-Risk(VaR)が導入されている.

本報告では, 対数収益率が q-Gauss 分布から独立同
一分布に従ってサンプルされる場合の, VaRと分散の
間の関係を理論的に示し,分散が決まっても VaRが一
意には決まらないことを述べる. また,データの観測点
数が少ない場合, 出現頻度の小さな裾野に対応するイ
ベントはほとんど観測されないため,経験分布を用いて
VaRを算出推定できない問題がある. そこで本稿では,

有限なデータから株価の対数収益率の分布を最尤推定
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し,その推定した分布を用いて VaRを推定する方法を
提案する.

提案手法の有用性を示すために,一般化 Box-Muller

法を用いて生成した q-Gaussian サンプルに対して q-

Gauss分布のパラメータを最尤推定し,真の分布と推定
した分布を比較することで最尤法を用いたVaRの推定
の妥当性を検証した. 更に,提案手法を用い,実際の株
価データを用いて VaRの推定を行った.

本稿は以下の構成からなっている. 2節では q-Gauss

分布の定義と一般化 Box-Muller法について述べる. 3

節では, VaRの定義と q-Gauss分布に対する累積確率
分布の解析解を示し, q-Gauss分布では同一の分散レベ
ルにおいて異なる VaRを与え得ることを示す. 4節で
は q-Gauss分布に対する最尤推定方法の概要を示す. 5

節において東京証券取引所で取引される約 10年分の証
券データを用いて日次の対数収益率に対する実証分析
を行った結果を示す. 6節で結論を述べる.

2 q-Gauss分布と q-Gaussianサン
プル

2.1 q-Gauss分布

まず,いくつかの関数とパラメータを導入することに
よって q-Gauss分布を定義する [1]. 始めに, q-指数関
数とその逆関数である q-対数関数を下式で定義する.

Inq(x) ≡
x1−q − 1

1− q
x > 0, (1)
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exq ≡

{
[1 + (1− q)x]

1
1−q , 1 + (1− q)x ≥ 0

0, else
. (2)

このとき, q-指数分布を用いて q-Gauss分布は下式で
定義される.

p(x; µ̄q, σ̄q) = Aq

√
Bq[1 + (q − 1)Bq(x− µ̄q)

2]1/(1−q)

(3)

= Aq

√
Bqe

−Bq(x−µ̄q)
2

q . (4)

ここで, escot分布を用い, q-平均 µ̄q と q-分散 σ̄q は
下式で与えられる.

µ̄q ≡ 〈x〉q ≡
∫
x[p(x)]qdx∫
[p(x)]qdx

. (5)

σ̄q ≡ 〈(x− µ̄q)
2〉q ≡

∫
(x− µ̄q)

2[p(x)]qdx∫
[p(x)]qdx

. (6)

さらに, q-Gauss分布のパラメータである Aq と Bq

は下式で表される.

Aq =


Γ[ 5−3q

2(1−q) ]
Γ[ 2−q

1−q ]

√
1−q
π , q < 1

1√
π
, q = 1

Γ[ 1
q−1 ]

Γ[ 3−q
2(q−1) ]

√
q−1
π , 1 < q < 3

. (7)

Bq = [(3− q)σ̄2
q ]

−1 q ∈ (−∞, 3). (8)

上述のように定義される,q, µ̄q = a, σ̄q = bを有する
q-Gaussian確率変数:X を, X ∼ Nq(a, b)と表記する.

2.2 q-Gaussianサンプルの生成法

q-Gauss 分布に従う確率変数は, 一般化 Box-Muller

法を用いることにより人工的に生成することができる
[3]. 具体的には, 独立な (0, 1)上の一様乱数 U1, U2 を
下式によって変数変換することにより得られる.

Z1 ≡
√
−2Inq′ (U1)cos(2πU2) (9)

Z2 ≡
√
−2Inq′ (U1)sin(2πU2). (10)

ただし,Z1, Z2は互いに非独立であり,Z1, Z2 ∼ Nq(0, 1)

(ただし, q = 3q
′
−1

q′+1
)となる. さらに, Z ∼ Nq(0, 1)であ

るとき, aZ + b ∼ Nq(a, b)となる性質を用いて,任意の
q-Gaussian確率変数を生成することができる.

3 VaRと分散

株価のリスクを評価するときに,しばしば分散が用い
られる. しかし株価の対数収益率が q-Gauss分布に従
うとき,分散は損失額等の下方リスクの異なるリスクレ
ベルを同一視してしまうため,リスク評価を見誤る可能
性がある. 以下,下方リスクの指標としてValue-at-Risk

(VaR)を導入し,従来のリスク指標である分散と VaR

とを比較する. 100α%VaRを,株価の対数収益率の分布
が従う分布の下側 100α%点と定義する.まず,株価の対
数収益率が q-Gauss分布に従う場合の分散:σ2 を求め
る.ただし,簡単のため,平均は 0としておく.

σ2 = Aq

√
Bq

∫ ∞

−∞
x2[1 + (q − 1)Bqx

2]1/(1−q)dx

(11)

= Aq(3− q)(q − 1)3/2σ2
qB(

3

2
,
3

2
− 1

q − 1
) (12)

次に,1%VaRは下式の解:hとして求めることができる.

0.01 = Aq

√
Bq

∫ h

−∞
[1 + (q − 1)Bqx

2]1/(1−q)dx (13)

=
Aq

2
√
q − 1

B
(
1

2
,−1

2
+

1

q − 1

)
[
1− B

(
(q − 1)Bqh

2

1 + (q − 1)Bqh2
;
1

2
,−1

2
+

1

q − 1

)]
.

(14)

上述の分散と VaRの関係を表したものが図 1である.

この図からVaRが大きくなるに従って分散も大きくな
る傾向があるが,分散を固定しても VaRを一意に推定
することはできないことがわかる. このように,分散で
下方リスクを見積もることは危険であると考えられる.

以降ではリスク指標として VaRを用いることにする.
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図 1: 縦軸:分散,横軸:VaR. qの範囲は 1.4< q <1.5で
ある.
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4 q-Gaussian時系列解析

一般化 Box-Muller 法を用いて生成した q-Gauss 分
布に従う時系列に対してパラメータ q, µ̄q, σ̄q を最尤推
定し,真の分布と推定した分布を比較することで VaR

の推定の妥当性を検証する. xi(i = 1, 2, · · · , n) を q-

Gaussianサンプルとし, f(x)を q-Gaussian確率密度
関数としたとき,最尤推定値は下式で与えられるように
尤度関数を最大にする値として与えられる.

(q, µ̂q, σ̂q) = argmax
q,µq,σq

In

(
n∏

i=1

f(xi)

)
(15)

図 2 は q-Gaussian 時系列に関する図, また図 3 はサ
ンプル数 1,000, (q, µ̄q, σ̄q) = (1.4, 0, 1)の q-Gaussian

サンプルに対して, 最急降下法を用いて最尤推定を行
ったときの確率密度関数に関する図, そして図 4 は下
側累積分布関数 (F (x) =

∫ −x

−∞ f(s)ds) を片対数で描
いた図である. これらの図からサンプル数 1,000程度
でも確率密度関数と VaR はうまく推定できているこ
とが分かる. また図 3 から, 推定した分布を用いるこ
とで有限のデータからは求めることができない領域の
VaR も推定できていることが分かる. また図 5 はサ
ンプル数と 0.1%VaR の推定誤差の関係を表した図で
ある.この図は 100から 2600までの各時系列長 (間隔
100)に対して,真の VaRと推定した VaRの差の絶対
値 (|0.1%VaRtrue − 0.1%VaRempirical|)を求める試行を
500回行い平均を求めた図である.サンプル数を増やし
ていくにつれて推定誤差が小さくなっていく様子が確
認できる.
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図 2: q-Gaussian時系列を描いた.

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

-10 -5  0  5  10

estimate
empirical

true

図 3: 確率密度関数の図. 実線が推定,破線が実証的,点
線が真の確率密度関数.

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 0  2  4  6  8  10

VaR
VaRemp
VaRtrue

図 4: 下側累積分布関数の図. 縦軸が log-scaleになっ
ている. 実線が推定,破線が実証的,点線が真の累積分
布関数.
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図 5: サンプル数とVaRの推定誤差の関係を表した図.
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5 実データ解析

前節の結果を踏まえ,実データについても分布を最尤
法を用いて推定し,さらに累積分布関数から VaRを推
定した. 用いたデータは,東京証券取引所一部上場企業
のうち 2000/1/4から 2010/10/22までの営業日のデー
タに欠損のない企業に関するもので,本稿では豊田通商
に関する解析結果を載せた. 図 7から,株価の対数収益
率の分布は q-Gauss分布によく適合していることが分
かる. また図 8 から,データからは推定できない VaR

を,推定した分布から見積もることができるようになっ
たことが分かる. このような手法を用いれば,他の様々
な資産や,複数の資産を同時に保有した場合の VaRの
推定も行うことができる.

-10

-8

-6

-4

-2

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 0  500  1000  1500  2000  2500  3000

jikeiretu

図 6: 株価の対数収益率の時系列を描いた図.
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図 7: 確率密度関数の図. 実線が推定,破線が実証的確
率密度関数.
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図 8: 下側累積分布関数の図. 縦軸が log-scaleになっ
ている. 実線が推定,破線が実証的累積分布関数.

6 結論

本稿では,リスク指標として VaRを導入し, q-Gauss

分布を仮定した場合において分散と比較した. そして,

分散で下方リスクを正確に見積もることができないこ
とを確認した. 次に,一般化 Box-Muller法を用いて生
成した q-Gaussianサンプルに対して最尤推定を行い,

分布を推定した. そして,真の分布と推定した分布を比
較することで VaRの推定誤差を検証した. 最後に,実
データに対して同様の手法を用いて VaRを推定した.
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