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Abstract: Recently, a lot of studies on the eigenvalue analysis are performed in order to investigate
the statistical characteristics of multi-assets correlation in financial markets. In this study, we
analyzed the eigenvalue of the cross-correlation matrix of the stock prices listed in the Tokyo Stock
Exchange. A filtered cross-correlation matrix is built by removing the noise mode. Comparing
the network graphs visualized from normal cross-correlation matrix with the one from the filtered
cross-correlation matrix, the latter reflects the characteristic of the market in a more insightful
manner. In addition, we build a portfolio from the filtered cross-correlation matrix, and carry
out a backtesting by doing a simulated investment. As a result, the portfolio made from the
filtered cross-correlation matrix shows better performance than the normal one. Our result suggests
that eigenvalue analysis is useful for both understanding the market structure and improving the
portfolio for investment.

1 はじめに

様々な金融データを対象として計算機等を利用した
分析が積極的に行われるようになった。近年、複数銘
柄を対象とした研究の一つとして、株式市場の相関行
列の固有値分析が行われている。([1], [2], [3]) 相関行
列の固有値分析を行うことで一定の特徴が観察され、
それらの特徴がランダム行列理論で説明できるなど、
相関行列のランダム性に関して解明が進められ、モデ
ル化による近似などもされるようになってきた。一方
で、相関行列の固有値の中にはランダム行列理論だけ
では説明しきれない部分などもあり、株式市場におけ
る相関行列の理解を深めるためにも、更なる研究が期
待されている。本研究では、Panら [4] の研究である
固有値による相関行列のフィルタリングを利用し、日
本の株式市場（東京証券取引所）のネットワーク分析
とポートフォリオの構築を行った。ネットワーク分析
では、フィルター化された相関行列ネットワークを用
いることで、特定の業種間の相関が抽出できうること
を述べ、ポートフォリオ構築では、フィルター化した
相関行列を用いたポートフォリオ構築と従来の相関行
列のポートフォリオとに関して運用のバックテストを
行い、フィルター化した相関行列のポートフォリオが
良好な運用結果を残したということを述べる。

2 研究手法

本節では本研究で用いた手法などの説明を行う。な
お、詳しい数理的な部分は割愛し、本質的な部分のみ
の解説にとどめることとする。

2.1 相関行列と固有値

Pi(t)を時刻 t(= 1, 2,…, T )における銘柄 i(= 1, 2,…
, N)の証券価格したとき、銘柄 iのログリターンRi(t)
を以下のように定義する。

Ri(t) ≡ ln Pi(t + 1) − lnPi(t) (1)

ログリターンをその銘柄のリスク（標準偏差）によっ
て標準化したリターンを ri(t) とすると以下のように
なる。

ri(t) ≡
Ri − ⟨Ri⟩

σi
(2)

ただし、σi ≡
√
⟨R2

i ⟩ − ⟨Ri⟩2であり、⟨. . .⟩はその期間
における平均を表す。この標準化したリターンを用い
て、相関行列Cにおける銘柄 iと j の成分 Cij を以下
のように定義する。

Cij ≡ ⟨rirj⟩ (3)
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相関行列Cの固有値を降順にしたものを λi(i = 1, 2,…
, N), その固有値に対応する固有ベクトルを ui(i =
1,2,…,N)とすると、

C =
N∑

i=1

λiuiuT
i (4)

とすることができる。ただし、uT
i は ui の転置行列で

ある。また、いくつの銘柄が固有ベクトルの要素とし
て大きく関わっているかを測るものとして Inverse par-
ticipation ratio(IPR)を以下のように定義する。

Ik ≡
N∑

i=1

u4
ki (5)

uki は k 番目の固有値に対応する固有ベクトルにおけ
る、銘柄 iの値である。IPRは ukiの一つが１、他が０
のときに最大値の 1となり、uki の全ての要素が 1/N

であるときに最小値の 1/
√

N となる。IPRは大きいほ
ど一部の要素の寄与が大きく、小さいほど均等に寄与
していることを示す。なお、ランダム行列によって得
られる固有値の分布は以下の式で求められる。

Prm(λ) =
Q

2π

√
(λmax − λ)(λ − λmin)

λ
(6)

2.2 固有値を利用した相関行列のフィルタリ
ング

相関行列の要素が、マーケットによる要素、グルー
プによる要素、ランダムの要素という三要素から成り
立っていると仮定すると、(4)式を利用して相関行列を
フィルタリングすることができ、

C = Cmarket + Cgroup + Crandom

= λ1u1uT
1 +

Ng∑
i=2

λiuiuT
i +

N∑
i=Ng+1

λiuiuT
i (7)

Ng は固有値や固有ベクトルの特徴などを基に決定す
る。決まった値はなく、証券市場や対象銘柄の取り方
などによって異なる。

2.3 ネットワーク分析

相関行列Cや 2.2で得られたフィルター化相関行列
などを基に、ネットワークを作成することができる。本
研究では、C、Cmarket、Cgroupを対象とし、単純に
閾値 cthを定め、それぞれの要素が cthより大きければ
1（接続）、小さければ 0（非接続）とすることでネット
ワークを作成した。得られたネットワークのデータを
s.o.c.i.a.r.i.u.m [5] というソフトを用いて可視化した。

2.4 フィルター化分散共分散行列の算出

ポートフォリオの構築に関しては Markovitz [6] を
ベースにして行う。ポートフォリオ構築には分散共分
散行列Σを得る必要があり、それは相関行列を基に以
下のようにして求めることができる。

Σ = σCσ (8)

ただし、σは、対角成分が銘柄 iの標準偏差 σi になっ
ている対角行列である。今回は、(8)式におけるCを、
フィルター化した相関行列 (Cmarket + Cgroup、以下
Cmg)に置き換えることでフィルター化した分散共分
散行列Σmg を算出する。すなわち、

Σmg = σCmgσ (9)

という式によって算出できることとなる。

2.5 ポートフォリオ構築

リターンの時系列データと分散共分散行列さえあれ
ば、最適なポートフォリオを求めることが可能である。
ただし、解析解を求めるためには、分散共分散行列が
正定値行列でなければならない。通常の分散共分散行
列Σは正定値行列になるのだが、フィルター化分散共
分散行列Σmg は、正定値行列にならないこともある。
（ただし、論理的に証明したわけではなく、実際にデー
タを扱ってみたところ正定値行列にならなかったにす
ぎない。）従って通常の解析解は得られないため、本研
究では遺伝的アルゴリズムを用いて確率解を求め、そ
の確率解を基にポートフォリオを構築した。

2.6 遺伝的アルゴリズム

本研究における遺伝的アルゴリズムの設定は以下の
通りになる。

• 世代あたりの個体は 100

• 個体の持つ要素は、ポートフォリオの各銘柄の
ウェイトで合計は 1。解として求めたいのはこの
ウェイト

• 繰り返し回数は 10000もしくは 100000

• 交叉は一様交叉で、確率 0.5で個体同士の要素を
入れ替える。交叉に選ばれる個体はランダム

• 突然変異はなし

• 選択はエリート選択で個体は 2個だけ残す
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• 評価関数は、(ポートフォリオのリターン)÷ (ポー
トフォリオの標準偏差)

• 初期世代は、100個体全てが Σを用いて求めた
ポートフォリオの最適解で、解を求めるときの期
待リターンは各銘柄のリターンの平均

この設定の下、以下の手順で世代を進めていく。

1. 現世代の 2個体を選択して交叉を行い、新世代を
生成する。

2. 現世代と新世代に関して評価関数を算出する

3. 評価関数の最も高い 2個体を選択する

4. 残った 2個体のうち、どちらかをランダムに選択
する

5. 選択された個体の要素のどれか一つに、一様乱数
(0～0.001)を加えた後に規格化してウェイトの合
計を１に戻す。これを新たな個体とする

6. 4.～5.の作業を世代の個体数が 100になるまで繰
り返す

繰り返しが最後まで到達した時点で最も評価関数が高
い個体の要素をポートフォリオの解とする。

2.7 運用シミュレーション

フィルター化相関行列を用いたポートフォリオ構築
が有用であるかを検証するため、単純なバックテスト
を行う。データの期間などは後述する。バックテスト
の設定としては、

• 前 300営業日分のデータを用いてポートフォリオ
を構築する

• 構築したポートフォリオで 50営業日運用する

• 50営業日運用した後、再び前 300営業日分のデー
タを用いてポートフォリオを構築する

• 上記を 16回行う。すなわち、800営業日に渡っ
て運用を行うことになる

• ショートポジションは不可、取引に伴う手数料、
最小取引量の制限などはなし

• 対戦相手は通常の相関行列を用いたポートフォリ
オの解析解。ただし、解析解の期待リターンは遺
伝的アルゴリズムによって得られた期待リターン
と等しくする。

運用結果は、インデックス（今回は日経平均株価）に対
する超過収益で評価する。リターンがプラスでも、イ
ンデックスよりもリターンが悪ければマイナス評価に
なるということである。

2.8 データに関して

固有値分析は東京証券取引所における 2004年 1月
5日から 2008年 7月 14日までの日足データを用いた
(T = 1114)。対象とする銘柄は、2008 年 7 月におい
て日経平均株価の算出に使用されている銘柄のうち、
対象期間においてデータの欠損の無い 211銘柄である
(N = 211)。運用バックテストは、実際の運用期間が
2005年 3月 25日から 2008年 6月 24日になる。すな
わち、2004年 1月 4日から 2005年 3月 24日までの
データが最初のポートフォリオ構築に用いられること
になる。データは「パンローリング相場データ集国内
相場版」を利用した。

3 結果・考察

本節では本研究で得られた結果を示し、それに関す
る考察を述べる。

3.1 固有値分析

データを基に固有値と IPRを求め、グラフにしたも
のが図 1である。

1.00E-03

1.00E-02

1.00E-01

1.00E+00

1.00E-02 1.00E-01 1.00E+00 1.00E+01 1.00E+02

Eigenvalue λ

In
v
er

se
 p

a
rt

ic
ip

a
ti

on
 r

a
ti

o 
(I

P
R

)

ランダム行列のIPR

IPRの最小値(1/N)

ランダム行列の固有値の範

囲

図 1: 固有値と IPRのグラフ

図中の青線はランダム行列の IPRの平均値、赤線は
IPRの最小値、橙色の線はランダム行列の固有値の範
囲を示す。図 1より、大部分の固有値がランダム行列
の範囲内にあるが、最大固有値は約 79でランダム行列
の範囲から大きく乖離 ((6)式の最大値のおよそ 40倍)
していることが分かる。また、最大の固有値からラン
ダム行列の範囲に入るまでの固有値の数が 5～6ほど観
察されるため、日本市場におけるNg の値は 5～6であ
ると推測される。
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図 2: Cgroup のネットワーク可視化

3.2 ネットワーク分析

Ngの値が 5～6であることが分かったため、(7)式を
用いて相関行列のフィルタリングを行うことができる。
フィルタリングの後、Cgroupからネットワークを作成
し、可視化したものが図 2である。閾値である cth は
0.12に設定し、色づけはモジュラリティー最適化によ
るクラスター分けを基に行っている。
一見しただけでいくつかのグループに分かれているこ
とが把握できる。さらに詳しくネットワーク中の銘柄
を見ていくと、左上の紫色のグループは自動車・電機・
通信など、中央上の水色のグループは電力・ガス・鉄
道・空輸など、右の緑色のグループは保険・銀行・証券
など、左下の橙色のグループは鉄鋼・造船・商社・海運
など、中央下の黄色のグループは医薬・化学・食品な
どといったように、産業の分野ごとのグループになっ
ていることが分かった。このことから、Cgroupは相関
行列の要素のうち、グループごとの相関特性が含まれ
ているものではないかと考えられる。
続いて、Cmarket からネットワークを作成し、可視

化したものが図 3である。cthは 0.55に設定している。
Cgroup の場合と異なり、一見できるほどのグループ

図 3: Cmarket のネットワーク可視化

図 4: Cのネットワーク可視化

分けはできておらず、多くの銘柄が固まっているよう
に見える。さらに、色別のグループごとに銘柄を見て
も Cgroup のときのように特徴的な分類がされていな
い。このことから、Cmarketは相関行列の要素のうち、
マーケット全体が上下することによって生み出される
相関特性を示しているのではないかと考えられる。
最後に、相関行列全体であるCのネットワークを作

成し、可視化したものが図 4である。cth は 0.60に設
定している。
C のネットワークは、大きな塊のグループが少数で
き、2～3 程度の銘柄が繋がった小グループが多数で
きている。これは、Cそのものが Cmarket、Cgroup、
Crandomで成り立っているとすれば、大きな塊のグルー
プはCmarketが由来となって出来ており、小さなグルー
プは Cgroup が由来となって出来ていると考えること
ができる。複数の要素が合成されているため、Cmarket

や Cgroup のみのネットワークに比べ、はっきりとし
た特徴が捉えにくくなっている上に、Crandomの影響
によって、さらに特徴が分かりにくくなっている可能
性があると考えられる。

3.3 運用シミュレーション

遺伝的アルゴリズムのループ回数を 1万回に設定し
たときの運用シミュレーションの結果が図 5である。図
5はインデックスに対する超過収益であるため、運用
結果がマイナスであっても、絶対リターンがマイナス
というわけではない点に注意されたい。（逆もそうであ
る。）運用結果をまとめたものが表 1である。

logリターン リターン 標準偏差

フィルター相関 0.136 14.6% 10.8%
従来の相関 -0.067 -6.5% 8.4%

表 1: 運用結果（ループ 1万）
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運用結果比較
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図 5: 運用結果比較（ループ 1万）

フィルター化相関を用いた運用は、従来の相関を用
いた運用と比べて、リターンが約 20%上昇しているに
も関わらず、標準偏差が約 2%しか上昇しておらず、運
用成績が向上していると考えられる。また 50営業日を
1期とし、各期ごとの運用成績をみたところ、16期中
11期で運用成績が勝っており、安定してよい運用結果
を出していることが分かる。しかし、(年率超過リター
ン)/(標準偏差)で求められる Information Ratioに関
しては 0.4程度に過ぎないため、絶対的に運用の成績
がよいというわけではない。
次に、遺伝的アルゴリズムのループ回数を 10万回に設
定して運用シミュレーションを行った。その結果が図
6と表 2である。

運用結果比較（ＩＮＤＥＸ調整データ使用）
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図 6: 運用結果比較（ループ 10万）

logリターン リターン 標準偏差

フィルター相関 0.247 28.0% 8.96%
従来の相関 -0.108 -10.2% 4.41%

表 2: 運用結果（ループ 10万）

1万回の結果と比較すると、全体的に分散が減少し、
最終的な運用成績は向上しており、16期中で 15期に
渡って運用成績が勝っている。ただし、途中段階にお
ける運用成績に関しては 1万回の結果に比べて悪化し
ており、運用成績に関する試行回数の影響は、選択す
る銘柄や運用期間などによって様々に変化すると考え
られる。なお、従来の相関行列の運用結果が変化した
のは、遺伝的アルゴリズムのループ回数が変化するこ
とにより、フィルター化相関行列のポートフォリオの
期待リターンが変化したことに伴い、従来の相関行列
の期待リターンも変化したからである。
今回のシミュレーション条件に関して言えば、試行回
数が 1万回にしろ 10万回にしろ、フィルー化相関行列
を用いることで運用成績は向上したといえる。その理
由に関しては様々なものが考えられるが、理由の一つ
として、従来の相関行列にランダム性（ノイズ）が多く
含まれることが挙げられる。図 7は、相関行列の要素
の値の分布をフィルターごとにみたものであるが、こ
れを見ると、Cgroup の値とほぼ同じ値をCrandom が
持っていることがわかる。すなわち、Crandomの影響
によって、Cgroupの情報が希薄化されてしまい、結果
としてポートフォリオの最適化の際のノイズの影響が
大きくなってしまっていると考えられる。
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図 7: 相関行列の要素分布

これに関連して、フィルター化相関行列からポート
フォリオを構築する際に、Cmarketのみ、Cgroupのみ
を使用したものとCmg（前述のシミュレーションで用
いたもの）を使用したものとの比較を行った。ただし、
遺伝的アルゴリズムのループを 1万回に設定したもの
のみである。その結果が図 8である。
これを見ると、Cmarketのみや、Cgroupのみで運用

結果が向上していると言うわけではないことが分かる。
すなわち、Cmarket や Cgroup そのものが運用成績の
向上に貢献しているしているというよりも、Crandom

のノイズが除去されたことが運用成績の向上に繋がっ
ていると考えられる。さらに言えば、Cmgという、市
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運用結果比較（ＩＮＤＥＸ調整データ使用）
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図 8: フィルター化の違いによる運用結果の比較

場本来の相関情報をもった行列にノイズによる相関情
報が加わったものが従来の相関行列であるとも考えら
れる。
一つの仮説として、相関情報の距離の変化と平均回

帰によって説明することを試みる。期間 tから∆tにお
ける相関行列Cの情報距離をD∆t,t,C とし、

D∆t,t,C ≡
N∑

j=1

N∑
i=1

|Cij,t+∆t − Cij,t|(∀i ̸= j) (10)

と定義する。ただし、対角成分は考慮しない。
(10)式を基に、運用シミュレーション期間における

各相関行列の情報距離を計算し、期間中の平均を求め
たところ、表 3のようになった。Cに比べ Cmg は平

平均情報距離

C 0.422
Cmg 0.390

Cmarket 0.270
Cgroup 0.268
Crandom 0.252

表 3: 平均情報距離の比較

均情報距離が減少している。すなわち、1期ごとの相
関情報の変化が小さいということであるので、ポート
フォリオ構築の最適化の程度の変化も小さいというこ
とになり、結果としてより効率のよい運用が行えると
考えられる。ただし、図 8を見れば分かるとおり、平
均情報距離の小さいCmarket やCgroup のみを用いた
運用はCmgを用いた運用よりも成績が悪いため、平均
情報距離だけを見て運用効率を単純に測ることはでき
ない。
平均回帰の考え方を用いて説明すると、Cはランダ

ム要素まで含んだ相関情報であるが、ランダム要素と
いうものは早い期間で平均回帰をする情報であるため、

ランダム要素を含んで最適化を行うと、早い周期で最
適化が崩れてしまうということになる。一方、Cmarket

や Cgroup といったものは、市場の特性に基づいた情
報であり、平均回帰までの期間が長いため、最適化が
崩れにくいのではないかと考えられる。
ただし、上述に関してはあくまで仮説にすぎず、フィ

ルター化相関行列による運用成績の向上の理由の解明
には更なる研究が必要である。

4 おわりに

本研究では、固有値分析を用いた相関行列のフィル
タリングを行うことで、ネットワーク分析やポートフォ
リオ構築に関して、新たな知見が得られることを述べ
た。ネットワーク分析においては、通常の相関行列に
比べてフィルター化相関行列は相関情報を分かりやす
い形で抽出することができることがわかった。ポート
フォリオ構築においては、通常の相関を利用したポー
トフォリオに比べ、フィルター化相関行列は効率のよ
い運用に貢献する可能性があることが分かった。
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