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Abstract: 動的モード分解 (DMD: Dynamic Mode Decomposition)は多変量時系列データのダイ
ナミクスを安定・中立不安定多様体に対応した固有モードの重ね合わせによって表現する, 流体解析
の分野で提案された新しい手法である. 動的モード分解は対象とする多変量時系列の支配方程式を陽
に必要とせず, データのみから時空間ダイナミクスの構造を抽出する. また, DMDは時間および空間
変数の次元削減手法であり, 高次元の時空間ダイナミクスに埋め込まれた本質的に重要な低次元の時
空間的特徴を抽出することが可能となる. この特徴を利用すると, 多変量時系列の複雑な時間発展の
中から単一方向のトレンド成分に対応するモードを抽出することができる. 本研究では, スパースな
時空間構造を抽出するため, DMDを拡張したAdaptive Elastic DMD(AEDMD)を提案し, これを用
いて伝統的なモメンタム戦略の改良を行う. 具体的には, 価格系列に対して AEDMDを適用し, 価格
系列の背後にある時空間構造に基づいた価格トレンドの推定を行う. 推定されたトレンドに基づいて
売買を行うことで, 単純な過去のトレンドに基づくモメンタム戦略を上回ることが可能であることを
実証する.

1 はじめに

株や債権, 為替といった金融資産の価格変動は市場に
おける投資家の行動や, 各国の経済動向, 感染症の拡大
や自然災害の発生といった大小様々な要因によって決
定づけられる. これらの要因が変動する時間スケール
が異なることから, 金融資産の価格変動はマルチタイム
スケール性を持つといえる. この性質は市場における
トレンドとして捉えられ, それに基づいたモメンタム戦
略をとる投資家も存在する. したがって, 時系列が有す
るマルチタイムスケール性を推定することは投資戦略
の観点からも有益であるといえる.

複雑系において頻繁に観測される非線形ダイナミク
スは, 一般に異なるスケールの時空間変動を示すことが
知られている. こうした系の観測量を様々な運動モー
ドに分解する方法として, クープマンモード分解法が提
案された [1]. これは, クープマン作用素と呼ばれる非
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線形力学系の観測量に対して定義された線形作用素の
離散スペクトルに対応する固有モード系によって観測
量を表現する方法である. 対象とする系が非線形系で
あっても, クープマン作用素を導入することにより線形
作用素に対する解析が行えるようになることがこの方
法の利点である. クープマンモード分解法は, 対象とす
る非線形ダイナミクスを記述する支配方程式に関する
情報が得られていない状況であっても, 観測データから
ダイナミクスを再構成することができる. したがって,

金融資産価格変動のような時系列データは観測される
ものの第一原理となる支配方程式が存在しない対象の
解析に適しているといえる.

クープマンモード分解を具体的に実行する際にいく
つかの方法が提案されているが, これらの中でも活発
に研究されているものとして動的モード分解 (DMD:

Dynamic Mode Decomposition) が知られている [2].

DMDは気象科学の分野を中心に使用されていた固有
直交モード分解法を動的モードに拡張することでダイ
ナミクスの解析が行えるようにした手法であり, 特に流
体力学の分野での応用が盛んに行われている. また, 金
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融の分野における応用もはじめられており [3, 4], DMD

を使用した投資戦略や景気循環の推定に関する事例が
報告されている [5].

多変量の時系列が与えられたとき, 現時刻の状態量を
1期先の状態量に写す線形写像を特異値分解 (SVD)に
よって推定することで DMDは実行される. したがっ
て, なにかしらの基準に従って分析者が設定した SVD

の特異値行列の階数だけ動的モードが得られることに
なる. SVDの階数決定における分析者の恣意性を排除
することを目的に, SVDの目的関数に L1 正則化項を
付与したスパース DMD が提案された [6]. これによ
り, 適切な動的モードの選択が可能となることが期待さ
れる.

スパースDMDは SVDの目的関数に L1正則化項を
付与することで実現されるが, 線形回帰における正則
化の理論においては L1 正則化だけでは不十分である
ことが指摘されている. 具体的には, 対象とするデータ
から構成されるベクトルの中に比較的相関の強い成分
の組が存在すると, それらのうちの 1成分しか選択さ
れない性質がある. また, 変数選択の際に一致性と漸近
正規性とを合わせてオラクル性というが, L1 正則化の
みではオラクル性を満たさないことが指摘されている.

線形回帰におけるこれらの問題を解決する正則化法と
して, Adaptive Elastic Netという手法が提案されてい
る [7].

本研究では, スパース DMDの階数決定における問
題を解決することを目的に, Adaptive Elastic Net を
DMDに適用したAdaptive Elastic Dynamic Mode De-

composition(AEDMD)を提案する. それと同時に, こ
れを用いたモメンタム戦略を提案し, 従来のモメンタム
戦略に対する優位性を株式先物指数を用いた実証分析
によって提示する.

2 関連研究

2.1 クープマン作用素

観測量が常微分方程式や発展方程式の解として定義
されるとき, 観測量の関数に対してクープマン作用素
は定義される [8]. ここでは, 配位空間M上の点 x∈M
と写像 f : M→Mに対して, 以下の常微分方程式が与
えられているとする.

dx

dt
= f(x) (1)

ここで観測量 xは正の実数 tをパラメータに持つため,

x = x(t)である. また, 写像 f は十分になめらかであ
るとする. このとき, 配位空間M上で定義された関数
g : M→R全体からなる空間に対して内積

⟨g1, g2⟩ =
∫
g1(x)g2(x)dx (2)

を導入すると, この空間は L2 ノルム

||g||L2 =

(∫
g(x)2dx

) 1
2

(3)

によってヒルベルト空間となる. クープマン作用素 K
はこのヒルベルト空間の上に

Kg(x) = g(f(x)) (4)

によって定義される線形作用素である. したがって, 有
限次元の配位空間上の点の運動は式 (1)によって定め
られる非線形ダイナミクスであったとしても, クープマ
ン作用素を導入することにより無限次元空間上の線形
ダイナミクスとしてとらえることができるようになる.

クープマン作用素はヒルベルト空間の上で定義され
た線形作用素であるから, スペクトル分解が可能であ
る. すなわち, 固有値問題

Kφ = λφ (5)

によって定められるスペクトルと固有関数によって展
開することできる. ここでは簡単のため離散スペクト
ル {λn|n∈N}のみ存在したとすると,

Kg =

∞∑
n

λnφn (6)

によって展開される. これにより, 対象としているダイ
ナミクスを固有関数（モード）の特徴に基づいて捉え
ることができるようになる.

2.2 動的モード分解

実世界で観測されたデータに対してクープマン作用
素の固有関数展開を適用する際には, データ空間の次元
が有限であることから, なにかしらの近似を行う必要が
ある. このような近似手法の一つとして提案されたの
が DMDである [2].

観測データの系列 {xt}0≤t≤T , xt∈RN に対して観測
行列

X1 =

 · · ·
x0 x1 · · · xT−1

· · ·

 (7)

および

X2 =

 · · ·
x1 x2 · · · xT

· · ·

 (8)

を導入する. ここで, これらの観測行列に対して

X2≈AX1 (9)
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を満たす行列 Aが存在したとすると,

A = X2X
†
1 (10)

が Aの推定値として得られる. ここで, X†
1 は観測行列

X1のムーア・ペンローズ逆行列である. 一般に観測行
列は高次元であるため, 行列 Aを直接求めることは計
算上の困難を伴う. そこで, 観測行列X1 を

X1 = UΣV ∗ (11)

と特異値分解すると

A = X2V Σ−1U∗ (12)

が得られる. ここで, 行列 Aの低ランク射影を

Ã = U∗AU (13)

とし, 行列 Λを対角行列とすると, 固有値問題

ÃW = WΛ (14)

が導出される. ここで, W は行列 Ãの固有ベクトルか
らなる行列であり, 行列 Λは固有値を成分として持つ
対角行列である. これらを用いて得られる行列

Φ = X2V Σ−1W (15)

の列ベクトル ϕk が行列 Aの動的モードである. ここ
で, 行列 Λの要素 λkと時系列データのサンプリング間
隔∆tから

ωk =
lnλk

∆t
(16)

を導出し, 初期値 x0 と行列 Φに対して

x0 = Φb (17)

をみたすベクトル bを求めると, 観測データが従うダ
イナミクスは

xt =
r∑

k=1

ϕke
ωktbk (18)

によって構成される. ここで, rは行列 Σのランクであ
る. 以上が, DMDの実施手順である. 式 (18)からわ
かるように, 行列 Aの低ランク近似における rの値に
よって DMDの結果は異なる.

2.3 スパースDMD

DMDによって得られる動的モード数の選択におい
て, 低ランク近似のランク数 rの決定は分析者に委ねら
れる. ランク数 rの決定を自動的に行うことを目的に,

スパース DMDが開発された [6].

式 (18)と観測行列X1 の定義より, 対角行列

Db = diag(b1, b2, · · ·, br) (19)

および, ヴァンデルモンド行列

Vand =


1 λ1 λ2

1 . . . λT−1
1

1 λ2 λ2
2 . . . λT−1

2
...

...
...

. . .
...

1 λr λ2
r . . . λT−1

r

 (20)

に対して, DMDが観測データのダイナミクスを再構成
できているときには

X1≈ΦDbVand (21)

が有効に成り立っているといえる. そこで, m×n行列
Z のフロベニウスノルム

||Z||F =

√√√√ m,n∑
i=1,j=1

|zi,j |2 (22)

によって, 評価関数

J(b) = ||X1 − ΦDbVand||F (23)

を導入すると, DMDはこの評価関数の最小値問題と等
価であることがわかる.

この評価関数に対して L1 正則化項

g1(b) =
r∑

i=1

|bi| (24)

を付与し, 最小値問題

arg min
b

J(b) + γg1(b) (25)

を解くことで, ランク数 rも同時に決定することが可能
となる. ここで, γ > 0は正則化項の寄与度を表すパラ
メータである. 式 (25)を最小値問題の解として得られ
るモード展開をスパース DMDと呼ぶ.

3 Adaptive Elastic Dynamic Mode

Decomposition

DMDではダイナミクスの低ランク近似におけるラ
ンク数 r の決定に際して自由度が残されていたが, ス
パース DMDは L1 正則化項付きの最小値問題を解く
ことによりランク数 rを自動的に決定することが可能
となった. これは L1正則化の変数選択能力によるもの
である.

一方で, L1 正則化には以下に示す問題点があること
も指摘されている.
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1. 観測データセット数をN , 観測データからなるベ
クトルの要素数を pとしたときに, たかだかN 個
までの変数が選択される.

2. 観測データからなるベクトルの各要素ごとに強い
相関がある場合には, それらの中から 1つだけ変
数が選択される.

3. オラクル性, すなわち, 変数選択の一致性と選択
された変数の漸近正規性が保証されていない.

これらの問題点を解決することを目的に, いくつかの正
則化項付き線形回帰モデルが提案されている. 本研究
では, 上記 3つの問題点すべてを解決することを目的
に解決されたAdaptive Elastic Net [7]とよばれる手法
を DMDに適用する.

まず, 以下の式で定義される L2 正則化項

g2(b) =
r∑

i=1

|bi|2 (26)

を式 (25)に追加した最小値問題

arg min
b

J(b) + γ1g1(b) + γ2g2(b) (27)

を考える. ここで, γ1, γ2 > 0はそれぞれの正則化項の
寄与度あらわすパラメータである. この正則化項付き
回帰問題は Elastic Netとよばれている. 式 (27)の解
を bELS としたときに, 重み係数w∈Rr を

wi =

(
bELS,i −

1

N

)−η

(28)

によって定める. ここで, N は観測データセットで, η

は正の実パラメータである. この重み係数を用いて,

g′1(b) =
r∑

i=1

wi|bi| (29)

なる正則化項を導入すると, 正則化項付き最小値問題

arg min
b

J(b) + γ′
1g

′
1(b) + γ2g2(b) (30)

が得られる. この最小値問題の解は, 先に挙げた L1 正
則化の問題点をすべて解決しているためスパースDMD

の改良版と見ることが出来る. 式 (30)を解くことで得
られるモード展開が本研究で提案する AEDMD であ
る. ここでは, 単純なモメンタム戦略と AEDMDを用
いた改良版モメンタムとのパフォーマンス比較を行う.

3.1 データセット

本研究では, 表 1に示す 15個の株式先物指数の日次
データを用いた分析を行う. データの使用期間は 2000

年 5月から 2020年 4月までの 20年間とする.

3.2 分析手順

次の手順で AEDMDを用いたトレンド予測を行い,

各株式先物指数の投資ウェイト wi を決定する.

• サンプル数分のデータを指数化1する.

• 直近の価格 ptとAEDMDの式 (30)から 20日先
の価格 p̂t を予測する.

• 予測した価格と直近の価格から騰落率 r̂i = p̂t/pt−
1を計算する.

• 騰落率のランクを用いて各資産のウェイトをwi =

1/20× (rank(r̂i)−N/2)と決める [9].

また比較手法として用いる単純なモメンタム戦略は, サ
ンプル数分の過去のリターンの合計を予測リターンと
して用いる.

時点 tにおけるポートフォリオのリターンは

Rt =
15∑
j=1

rj,twj,t−1 (31)

によって求められる. ここで rj,t は株式先物指数 j の
時点 tにおけるリターンであり, wj,t−1は株式先物指数
jの時点 tにおけるウェイトを表す. ポートフォリオの
リターンから計算される平均リターン (Mean), 標準偏
差で表されるリスク (SD), リスク・リターン (SR)を用
いてそれぞれのモメンタム戦略のパフォーマンスを評
価する. 各指標の定義を以下に示す.

Mean =
1

T

T∑
t=1

Rt (32)

SD =

√√√√ 1

T − 1

T∑
t=1

(Rt −Mean)2 (33)

SR = Mean/SD (34)

3.3 分析結果

分析結果は表 2の通りである. なお, 表中のサンプ
ル数は上記分析手順で示したサンプル数を表す. サン
プル数が 250および 750の場合を除くすべてのサンプ
ル数で, AEDMDを用いたモメンタム戦略は単純なモ
メンタム戦略を大幅に上回っていることが確認できる.

これは, それらの状況において AEDMDのトレンド予
測能力が優れているからであると考えられる.

1価格水準を調整するために最初の値を 1 とし, 以降はサンプル
数分の騰落率を乗算する.
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表 1: 取引対象の株式先物指数

Equity

furure

(15 assets)

S&P500

(SP)

NASDAQ

(NQ)

CA

(PT)

GB

(Z)

FR

(CF)

DE

(GX)

EU

(VG)

ES

(IB)

NL

(EO)

CH

(SM)

NIKKEI

(NK)

TOPIX

(TP)

HK

(HI)

AU

(XP)

SG

(QZ)

表 2: シミュレーション結果
DMD

サンプル数 20 40 60 120 250 500 750 1000 1250

Mean -0.002% 0.000% 0.001% 0.000% 0.003% 0.007% 0.006% 0.007% 0.009%

SD 0.064% 0.064% 0.062% 0.065% 0.063% 0.061% 0.058% 0.056% 0.055%

SR -2.913% 0.285% 2.058% 0.683% 4.541% 11.682% 10.443% 12.942% 16.035%

Momentum

サンプル数 20 40 60 120 250 500 750 1000 1250

Mean -0.002% 0.000% 0.001% 0.000% 0.004% 0.005% 0.007% 0.006% 0.007%

SD 0.064% 0.064% 0.061% 0.065% 0.065% 0.066% 0.061% 0.060% 0.060%

SR -3.065% -0.472% 1.513% 0.317% 5.432% 8.061% 11.024% 10.840% 11.251%

4 まとめ

本研究では, DMDにAdaptive Elastic Netを応用す
ることで多変量時系列データからスパースな時空間構
造を抽出することが可能なAEDMDを提案した. 提案
手法の有効性を検証することを目的に, AEDMDをモ
メンタム戦略に応用し, 従来手法とパフォーマンスを比
較した. その結果, AEDMDは従来のモメンタム戦略
と比較して金融市場のトレンド予測能力が高いことが
確認された.

従来のDMDや本研究で提案したAEDMDは複雑な
挙動を示す多変量時系列のダイナミクスを抽出する手
法であるが, それらの実施手順から明らかなようにラ
ンダムな外乱を受けることを想定はしていない. 一方
で, 一般に金融の諸問題に現れる時系列はランダムな外
乱を受けることを前提としたモデル化が行われている.

DMDの拡張モデルの中にはベイジアン DMDと呼ば
れるランダムな外乱を受けている多変量時系列から動
的モードを推定する手法が存在する. 本研究で提案し
た AEDMDをこの方向に拡張することで, ランダムな
外乱に対するロバスト性を高めることが今後の課題で
ある.
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