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Abstract: In stock markets, it is often argued that increased liquidity contributes to the public

benefit of the market as a whole, but it is not self-evident. In this study, we analyze the impact

of increasing market liquidity on traders’ utility mathematically. We calculate an exact solution

of an average expected utility for one trader by using a simple model in which we assume orders

follow independent uniform distributions. However, even when we assume a more complicated

model where orders interact with each other, we obtain the result consistent with the first simple

model in the limit of infinite number of orders. Also, we define a balance price on the order book,

and we analyze the behavior of the balance price.

1 はじめに
株式市場において流動性の向上は市場全体の利益に
資すると主張されることが多い. しかしながら,流動性
が向上することで投資家がより有利な価格で約定する
機会が増える一方,競合となる注文が増えることで,流
動性向上前であれば約定するはずであった注文が約定
しなくなる,という可能性も生じる. 従って,流動性が
向上することに伴うメリットとデメリットについて,市
場全体で見たときにどちらが大きいのかは自明ではな
く,流動性向上が投資家に与える影響について一度立ち
止まって検討することは重要である.

流動性の指標として,「tightness」（最良売り気配と最
良買い気配の価格差がどれだけ狭いか）,「depth」（注
文が板にどれだけ入っているか）及び「resiliency」（あ
る注文によって価格が動いたときに元の正常価格へど
れだけ速く戻るか）という量がしばしば用いられる [1].

つまり，一般に，より多くの注文がより良い価格（安
い売り価格及び高い買い価格）に入っているとき，市
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場は流動的であると言える．本研究では単純に注文数
（投資家数）によって流動性を定義付け，注文の多さが
投資家の効用に資するかどうかを論じる．
オークション理論分野の先行研究 [2][3]において，市

場の投資家数と投資家の効用の関係について解析され
ており，投資家数が増えるほど投資家の効用が増える
ことが論じられている．しかしながら，これらの研究
は，一人の売り手に対し複数の買い手が存在するシン
グルオークションを対象としたものであり，我々の知
る限り，実際の株式市場のように複数の売り手に対し
複数の買い手が存在するダブルオークションを対象と
して，投資家数と投資家の効用の関係について分析し
た研究は存在しない．
ダブルオークションに関する簡易的な数理モデルと
して，それ自体は投資家の効用について論じたもので
はないが，Maslovモデルが存在する [4]．Maslovモデ
ルでは，板と呼ばれる，いわば未約定注文の約定待ち
リストを再現しており，過去に板に入っていた注文が
新たに板に入ってきた注文と約定することとしている．
また，戦略を持たない投資家を想定しており，それら
の注文価格は約定価格を中心とする一様分布で決定さ
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れるとしている．
本研究では，Maslovモデルに倣い，戦略を持たない
投資家と板を想定し，注文価格が確率的に決定される
ような簡易モデルを構築する．また，投資家の効用を
注文価格と約定価格の差額により定義したうえ，市場
の流動性すなわち注文数と効用の関係について，数理
的に論じることとする．

2 モデル
2.1 株式銘柄
一市場（板）に上場する一銘柄のみを想定する．

2.2 投資家
n人の投資家がそれぞれ 1単位の注文を出すと想定
する．それぞれの注文は売りか買いかのいずれかであ
り（注文種別と呼ぶことにする．），確率 pで売りを，
確率 1− pで買いがランダムに選択されるものとする．
注文価格については，ある確率分布に従いランダムに
決定されるものとする．

2.3 約定ルール
一般にダブルオークションでは，主にザラ場方式と
板寄せ方式の 2つが存在する．ザラ場方式では，売り
注文と買い注文が価格的に折り合いがつくと即時で約
定し，約定は連続的に実行される．一方，板寄せ方式で
は「注文受付時間帯」と呼ばれる時間が設けられ，そ
の時間に板へ入ってきた注文は即時で約定することな
く，板に蓄積される．そして，注文受付時間帯の最後，
価格的に折り合いのつく売り注文と買い注文が一度に
約定されることになる．Maslovモデルではザラ場方式
を対象としていたが，本研究のモデルでは板寄せ方式
を対象とする．
現実の市場の板寄せ方式において，上述の「価格的
に折り合いがつく」条件というのは一般に以下のよう
な状態を指し，それを本研究のモデルは忠実に再現し
ている．すなわち，注文受付時間帯に入ってきた全注
文のうち，一番安い売り注文と一番高い買い注文が最
初の約定ペアとして決定される．その後，二番目に安
い売り注文と二番目に高い買い注文が次の約定ペアと
して決定され，同様に約定ペアが順次決定されていく．
依然約定ペアとして決定されていない残りの注文の中
で，一番安い売り注文の価格が一番高い買い注文の価
格よりも高くなった場合には「価格的に折り合いがつ」
かなかったということで，それ以降約定ペアが成立す
ることはない．約定ペアとして決定されていない残り
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図 1: この板では，最初に注文 Eと Aが約定ペアとし
て決定され，次に注文 D と B が約定ペアとして決定
される．注文 Cと Fは約定されない．約定価格を X

とすると，注文 Aから Fの効用はそれぞれ xA − X，
xB −X，0, X − xD，X − xE，0．

の注文の中で一番安い売り注文の価格を最良売り気配，
一番高い買い注文の価格を最良買い気配と呼ぶことに
する．
約定ルールについて図 1の例を用いて説明する．n =

6個の注文A, B, ..., Fを想定し，それぞれの価格を xA,

xB , ..., xF (xA > xB > ... > xF )とする．また，注
文 C, D及び Eは売りであり，注文 A，B及び Fは買
いであるとする．このとき，一番安い売り注文 Eと一
番高い買い注文 Aが最初の約定ペアとして決定され，
次に，二番目に安い売り注文Dと二番目に高い買い注
文 Bが最初の約定ペアとして決定される．約定ペアと
して決定されず残った注文である Cと Fについては，
xC > xF であるため約定されない．

2.4 効用
売り手の効用を「約定価格-その投資家が持つ銘柄の
評価価格」，買い手の効用を「その投資家が持つ銘柄の
評価価格-約定価格」によって定義する．約定しなかっ
た投資家の効用は 0であるとする．この定義はオーク
ション理論の先行研究 [2][3]においても用いられてい
る．また，各投資家はそれらが持つ評価価格に忠実に
注文を入れるとし，従って評価価格と注文価格が等し
いものとする．図 1の例に戻ると，仮に約定価格をX

とした際，注文 Aから Fの効用はそれぞれ xA − X，
xB −X，0, X − xD，X − xE，0となる．市場全体の
効用の合計は xA + xB − xD − xE であり，これは約定
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価格X に依存しない．一般に，このモデルでは市場全
体の効用の合計は約定価格の定義に依存しない．また，
一つの約定ペアにおける効用の合計は，注文価格の差
額「買い価格-売り価格」で表されることになる．

3 分析
3.1において，各注文価格は − 1

2 から 1
2 までの独立

な一様分布に従ってランダムに決定されるものとする．
この場合，効用の期待値は，注文価格と注文種別を積
分することで計算可能である．次に 3.2において，注
文間に相互作用を導入する．すなわち，板寄せ方式の
注文受付時間帯において，注文が順に入ってくるもの
とし，注文価格は，それ以前に板へ入ってきた全注文
の状況によって決定される「均衡価格」を中心とした
一様分布に従ってランダムに決定されるものとする．

3.1 注文間に相互作用がない場合の解析解
n個の注文を考える (i = 1, 2, ..., n)．各注文価格xiは

独立な一様分布に従うとし，各注文種別 siはベルヌー
イ分布に従うとする．si = 1が売り注文を，si = −1

が買い注文を表し，それぞれの確率は p と 1− pであ
る．また，xiと siは独立である．p = 1

2 の場合は既に
[5]で分析されているので，本節では一般の pについて
考える．
{x1, ..., xn; s1, ..., sn}の状況において， 投資家の効
用を U({xi}; {si})と定義する．また，P̃ ({si})により
siの確率分布を与える．このとき U({xi}; {si})の期待
値 ⟨U⟩は以下のとおり計算される．

⟨U⟩ =

∫ 1
2

− 1
2

dx1

∫ 1
2

− 1
2

dx2...

∫ 1
2

− 1
2

dxn∑
{si}=±1

P̃ ({si})U({xi}; {si})

= n!

∫ 1
2

− 1
2

dx1

∫ x1

− 1
2

dx2...

∫ xn−1

− 1
2

dxn∑
{si}=±1

P̃ ({si})U({xi}; {si})

= n!

∫ 1
2

− 1
2

dx1

∫ x1

− 1
2

dx2...

∫ xn−1

− 1
2

dxn∑
{si}=±1

P̃ ({si})
∑
i<j

Ui,j({xi}; {si}). (1)

ここで一つ目の式変形以降，x1 > x2 > ... > xn

を仮定し，注文 iと j の間の約定ペアにおける効用を
Ui,j({xi}; {si})と定義している．注文 iと j が約定す
る条件は以下のとおりである．

1. 注文 iは買いである．

2. 注文 j は売りである．

3. 注文 iよりも高い買い注文の個数と注文 jよりも
安い売り注文の個数は等しい．

注文 i+1, ..., j−1の注文種別は任意である．また，注文
iと jの約定が実現した場合のペアの効用は xi−xjであ
り，従って，式 (1)の∑{si}=±1 P̃ ({si})Ui,j({xi}; {si})
は，以下のとおり表される．

p(1− p)

min{i−1,n−j}∑
k=0

[
(1− p)kpi−1−kpk(1− p)n−j−k

· i−1Ck · n−jCk

]
· (xi − xj).

(2)

式 (1) と式 (2)を計算すると，一投資家当たりの期
待効用の平均値 ⟨u⟩ = ⟨U⟩

n は，

⟨u⟩ =
p(1− p)

2

(
1− 2

n + 1

)
(3)

と求まる．従って，期待効用の平均値は nの増加関数
であるが，nの無限大の極限で p(1−p)

2 に収束すること
が示された．

3.2 注文間に相互作用を入れた場合のシミュ
レーション

3.1では，注文価格の確率分布は固定であったが，こ
の節では，注文分布の確率分布は，それ以前の注文に
よって決定されるものとする．決定ルールは以下のと
おりである．
まず，注文受付時間帯において離散的な時間 t =

1, 2, ..., n を定義し，毎時点 t で注文 i = t が板に入
るとする．時刻 t = nで注文 nが入り，注文受付時間
帯が終ると，全ペアの約定が執行される．また，毎時
点 tにおいて, 仮にその時点で注文受付時間帯が終った
と想定し，約定ペア以外の注文内の最良売り気配と最
良買い気配の平均を計算する．その平均値を均衡価格
Xtとして定義する．図 1の状況では，仮にこの時点で
注文受付時間帯が終ったとすると，約定ペア以外の注
文は注文 Cと Fであり，従って均衡価格は xC + xF

2
となる．もし注文受付時間帯の最初の方の時点におい
て均衡価格を定められない場合には，Xt = 0とする．
板寄せ方式において注文受付時間帯が終るまでは約
定が執行されることはないが，均衡価格Xtは仮に約定
が執行された場合の板の中心の価格という意味で，各
時点の疑似的な約定価格であると捉えることができる．
実際の市場においても投資家は均衡価格を観察可能で
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図 2: 均衡価格Xt の時系列変化. ここでは 1万回の試
行回数のうち 30経路のみ図示した．
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図 3: ボラティリティσtの時系列変化. tの無限大の極
限でボラティリティσt が t−1 に比例している．

あり，この価格を参照しながら注文価格を決定してい
ると思われる．本モデルにおいては，時点 t + 1での
注文価格 xt+1は均衡価格Xtを中心とする一様分布に
よって決定されるものと想定する．また，本節では，簡
単のため注文種別選択の確率は p = 1

2 とする．
本研究では試行回数を 1万回としてシミュレーショ

ンを実行した．まず，均衡価格 Xt の時系列変化は図
2のとおりである．また，一般に価格変動の標準偏差
をボラティリティと呼ぶが，ボラティリティを σt =√
⟨(Xt+1 −Xt)2⟩ηで定義する．⟨·⟩ηは全経路の平均を

表すとする．図 3はボラティリティσtの時系列変化を
示す．tの無限大の極限でボラティリティσt が t−1 に
比例することがわかる．この性質は，Appendixで説明
を試みることにする．
最後に，一投資家当たりの効用の平均値 uのシミュ
レーション結果は，図 4のとおりである．時点 t = 1000
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図 4: 一投資家当たりの効用の平均値 uの時系列変化．
ここでは 1万回の試行回数のうち 30経路のみ図示した．

で ⟨u⟩η = 0.124 ± 0.005 となった．これは，nの無限
大の極限で ⟨u⟩が 1

8 に収束するという 3.1の結果と整
合的である．このことは，上の議論のとおり均衡価格
の動きが ∼ t−1 のスピードで減少し，従って均衡価格
を中心とする注文価格の確率分布の動きが次第に減少
した結果，注文価格の確率分布が固定された 3.1の状
況に帰着されるためと解釈される．

4 結論
本研究では板と効用に関するモデルを導入し，本モ
デルを用いて注文価格が一様分布に従う場合の効用の
厳密解を求めた．その結果，注文が増えれば増えるほ
ど，一投資家当たりの期待効用の平均値は増加するが，
ある一定の値に収束することが明らかになった．次に
本モデルを拡張し，注文価格が過去の注文状況に依存
すると想定したが，この場合も最初のモデルと整合的
な結果が得られた．このことは，板寄せ方式の性質に
よって比較的簡単に説明される．すなわち，板寄せ方
式では，逐次的に約定が成立せず注文が蓄積されてい
くことで，次第に注文分布の形状が変化しにくくなっ
ていく．このことから，注文価格が過去の注文に依存
するモデルが，結局のところ，注文の確率分布が固定
されていた最初のモデルで考えた状況に帰着したもの
と思われる．
ザラ場方式は，約定が逐次的に実行されるため，注文
が蓄積されるとは限らないという点で，分析は容易で
はない．ザラ場方式に関する更なる研究が必要である．
今後の研究に関するもう一つの方針は，実証分析で
ある．実際の株式市場では価格変動は正規分布ではな
くべき乗則に従うことが広く知られている [6]．しかし
ながら，本研究では Appendixのとおり注文受付時間
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帯終了時点における均衡価格の分布は正規分布となっ
た．注文受付時間帯における価格変動の特性について，
更なる実証分析が望まれる．

Appendix

均衡価格の変化
図 5を用いながら，毎時点の均衡価格の変化が，以
下のベルヌーイ分布に従うことを示す．まず，時点 t

において，売り注文の数密度を at(x)，買い注文の数
密度を bt(x) とする．このとき，均衡価格 Xt は，そ
の定義から，影を付けた領域の面積が等しい点で求ま
る．次の時点 t + 1で，注文価格 xt+1 が Xt の周りの
一様分布によって決定され，この例では注文種別は買
いであるとする．従って，売り注文の数密度は依然と
して at+1(x) = at(x)であるが，買い注文の数密度は
bt+1(x) = bt(x) + δ(x − xt+1)に変化する．このとき
に均衡価格 Xt+1 は，新たに影を付けた領域の面積が
等しい点に更新され，XtとXt+1は以下の関係式を満
たす．

at(Xt)(Xt+1 −Xt) = −bt(Xt)(Xt+1 −Xt) + 1. (4)

時点 t で注文数は t 個であるので，∫∞
−∞ at(x)dx +∫∞

−∞ bt(x)dx = tが成り立つことから，at(x)と bt(x)の
典型的な幅を Ltとすると，at(Xt) + bt(Xt) ∼ t

Lt
と近

似できる．従って，Xt+1−Xt ∼ Lt

t . 時点 t+1の注文種
別が売りである場合も同様の議論により，Xt+1−Xt ∼
−Lt

t であることから，均衡価格の変化はベルヌーイ分
布に従うといえる．均衡価格のボラティリティσt は，

σt ∼
Lt

t
(5)

である．この典型的な幅 Ltは，Appendixの最後に評
価する．

均衡価格の分布
時点 t = 1000における均衡価格Xt の分布は図 6で
示される．X1000の分布の標準偏差を σ̃1000 = 0.319と
し，平均値 0，標準偏差 σ̃1000 の正規分布も併せてプ
ロットしているが，均衡価格Xtの分布はかなりの精度
で正規分布によりフィットされることが分かる．このこ
とは，以下のとおり説明が可能である．すなわち，上
の議論により，時点 tにおける均衡価格の変化はベル
ヌーイ分布に従うが，それを平均値 0と標準偏差 σtの
正規分布で置き換えることを考える．毎時点の試行は
独立なので，正規分布の畳み込みを考えることで，時
点 t = 1から t = nに渡る均衡価格の変化の分布は平

(i) step 

(ii) step 

図 5: 均衡価格の変化がベルヌーイ分布に従う理由．(i)

売り注文の数密度を at(x)，買い注文の数密度を bt(x)

とする．均衡価格 Xt は，影を付けた領域の面積が等
しい点である．(ii) 新たに価格 xt+1へ買い注文が入り，
売り注文の数密度は at+1(x) = at(x)，買い注文の数密
度は bt+1(x) = bt(x) + δ(x − xt+1)となる．均衡価格
Xt+1は更新され，Xt+1とXtの変化が∼ Lt

t と評価さ
れる．

均値 0，標準偏差 σ̃n :=

√
n∑

t=1
σ2
t の正規分布に従うこ

とになる．

均衡価格のボラティリティの変化
式 (5)における時点 tでの板の典型的な幅 Ltを評価
する．
均衡価格の経路の一つを ηとし，その経路内で時点 t

において実現される売り板の注文数の密度関数を aηt (x)

とする．以下の議論は売り買い逆でも成立する．時点
t までの注文数 t のうち半数が売り注文であることを
考慮すると，経路 ηでの均衡価格Xη

t を用いることで，
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図 6: 均衡価格 X1000 の分布と， その標準偏差 σ̃1000，
平均値 0の正規分布．

aηt (x)は以下のとおり表現される．

aηt (x) =
1

2

t∑
k=1

δ(x−Xη
k ). (6)

本来，毎時点 kにおいて Xη
k の周りで一様分布に従っ

て注文が入るが，簡単のため，ちょうど x = Xη
k に注

文が入るとしている．
aηt (x)の経路平均 ⟨aηt (x)⟩η は，

⟨aηt (x)⟩η =
1

2

t∑
k=1

⟨δ(x−Xη
k )⟩

η

=
1

2

t∑
k=1

1√
2πσ̃2

k

exp

(
− x2

2σ̃2
k

)
. (7)

板の典型的な幅 Lt を ⟨aηt (x)⟩η の標準偏差で評価する
ことにすると，

Lt =

√∫ ∞

−∞
dxx2 ⟨aηt (x)⟩η

/
1

2

=

√√√√ 1

n

t∑
k=1

σ̃2
k =

√√√√1

2

t∑
i=1

σ2
i (8)

式 (5)及び式 (8)より，tの無限大の極限で，

σt+1 ∼
1

t + 1

√√√√ ∞∑
i=1

σ2
i . (9)

以上より，均衡価格のボラティリティについて σt ∼ t−1

を示すことができた．
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