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経済のマクロモデルは，ミクロプロセスの積み上げによって構築する，いわいる “ミクロ的基礎付け”(micro-foundation)
がなされるべきとの主張が多くなされ，ミクロ的基礎付けがなされた経済のマクロモデルが多く生まれた．一方，リス
ク資産の価格変動というマクロ量をモデル化したものは多く存在するが，これらのモデルをミクロ的基礎付けしようと
いう試みは多くない．そこで本研究では人工市場研究からの知見を用いて，ARCHモデルのミクロ的基礎付け，すなわ
ち，各係数がどのミクロプロセスから生じているのかを明らかにすることを試みた．その結果，投資家の予想価格のば
らつきと需給の歪みが大きくなるとボラティリティは大きくなり，流動性を奪う投資家の存在割合が大きくなったり投
資家のリスク回避度が小さくなるとボラティリティクラスタリングは大きくなることが分かった．

1. はじめに

経済のマクロモデルは，ミクロプロセスの積み上げによって
構築する，いわいる “ミクロ的基礎付け”(micro-foundation)

がなされるべきとの主張 ∗1が多くなされ，ミクロ的基礎付けが
なされた経済のマクロモデルが多く生まれた ∗2．一方，リスク
資産の価格変動というマクロ量をモデル化したものに，ARCH

モデル [Engle 82] や GARCH モデル [Bollerslev 86] など多
く存在するが，これらのモデルをミクロ的基礎付けしようとい
う試みは経済のマクロモデルに比べれば多くない．
他方で近年，取引参加者と取引所といったミクロプロセスを

モデル化してコンピューター上でシミュレーションし結果とし
て価格変動といったマクロ現象を観測する，マルチエージェン
トモデルの一種である人工市場モデルによるシミュレーション
研究が多くなされている ∗3．
近年，学術界だけでなく金融規制当局や証券取引所も，金融

市場の規制やルールの分析に，人工市場モデルのようなマルチ
エージェントシミュレーションを使うことに注目している．実
際，Science誌に掲載されたBattistonらによる論文 [Battiston

16]は，「2008年の金融危機以降，経済や金融市場を理解する
ために，（ネットワークモデルやマルチエージェントモデルな
どを用いた）複雑系アプローチを用いることに注目が集まって
きている」と述べている．実際，最近では市場の規制や制度が
どうあるべきかといった議論に貢献する人工市場研究も出始め
た ∗4．
人工市場モデルは，ミクロプロセスのみをモデル化してマ

クロ現象である価格変動を観測しているので，完全にミクロ
的基礎付けがされたマクロモデルであるといえる．そのため，
価格変動がどのミクロプロセスから生じ，どのようなメカニズ
ムがあるのかといった知見が人工市場研究によって蓄積されて
きている．
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∗1 代表例として [Lucas 76]．
∗2 例えば [加藤 07] などに詳しい．
∗3 [LeBaron 06,Chen 12,和泉 12,Cristelli 14,Mizuta 16b] など
のレビューに詳しい．

∗4 例えば，取引価格の最小単位 [水田 13]，取引所システムの適切
な速さ [水田 15a], 空売り価格規制 [Mizuta 16c], ダークプールの
普及率 [Mizuta 15b] などが人工市場シミュレーションによって議
論された．

そこで本研究では人工市場研究からの知見を用いて，
ARCH(1) モデル [Engle 82] のミクロ的基礎付けを試みる．
すなわち，ARCH(1)モデルの各係数が，どのミクロプロセス
から生じているのかを明らかにすることを試みる．

2. モデル

平均リターンが 0 の ARCH(1) モデル [Engle 82] は最終
的に，

rt = σtϵt
σ2
t = a0 + a1r

2
t−1

(1)

となる．ここで，rt は時刻 tの対数リターン，ϵt は標準正規
分布に従う確率変数，a0, a1 は定数である．a0 は固定的に存
在するボラティリティ（価格変動の激しさ）の大きさを示し，
a1 はいったんボラティリティが大きくなるとある程度の期間
大きいままで維持されるというボラティリティクラスタリン
グ [Mandelbrot 63]の大きさを示している．a1 = 0の場合は，
ボラティリティクラスタリングがない場合を示している．それ
ゆえ，a0 を決めるミクロプロセスが固定的なボラティリティ
の原因で，a1 を決めるミクロプロセスがボラティリティクラ
スタリングの原因であるといえる．
次に，人工市場研究の知見より得られたミクロプロセスを

積み上げてモデルを構築し，式 (1)と比較する．
価格変動の大きさは売買の需給差に比例するといった簡易

な価格決定メカニズム（取引所のモデル）を用いた人工市場モ
デル ∗5 が多く存在し，そのような簡易なモデルであっても実
際の価格変動の統計的性質を満たすことが知られている．例え
ば [Palmer 94]においては，rt = η(Ab

t −As
t )と定義されてい

る．ここで，rt，Ab
t，As

t はそれぞれ，時刻 t− 1から tまで
のリターン，買い注文総量，売り注文総量である．ηは適当な
パラメータであり，[Palmer 94]は ηが実際の市場のどの要素
で決まるか示していない．[水田 12]は η がどのようなミクロ
プロセスで決定されるかモデル化を試み，

rt = ρ
Ab

t −As
t

Ab
t +As

t

(2)

を得た ∗6．ここで ρは投資家が予想している価格のばらつき
を定数倍したものある．つまり投資家が予想している価格のば
らつきが大きいほど価格変動が大きいことを意味する．

∗5 例えば，[Arthur 91,Palmer 94,Arthur 97,Lux 99]．
∗6 詳細は補足で紹介する
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まずはじめに，投資家として，ノイズトレーダーのみ存在す
る場合を考える．投資家の買い・売りの注文総量 Ab

t , A
s
t を

Ab
t =

1
2
S + 1

2
kSϵt

As
t = 1

2
S − 1

2
kSϵt

(3)

と仮定する．ここで，S, kは定数である．第 1項目はノイズト
レーダーが常に出している固定の注文量，第 2 項は需給の歪
みによって生じる売りと買いの注文量の差である．kは固定の
注文量に対して需給の歪みによって生じる注文量である．なの
で，kは需給の歪みによって生じる注文がどれだけ流動性を奪
うかという指標であり，これが大きいほど流動性が低いと解釈
できる．式 (3)を式 (2)に代入すると，

rt = ρkϵt (4)

を得る．これを式 (1)と比較すると，

σ2
t = ρ2k2 = a0 (5)

となり，a1 = 0の場合に対応する．先に述べたように，a0 を
決めるミクロプロセスが固定的なボラティリティの原因で，a1

を決めるミクロプロセスがボラティリティクラスタリングの原
因であるといえる．ノイズトレーダーは固定的なボラティリ
ティを発生させ，ボラティリティクラスタリングを発生させな
い．また，ボラティリティの大きさは，投資家が予想している
価格のばらつき (ρ) と需給の歪みがうばう流動性 (k) で決ま
る．例えば，高格付けの短期債券のように予想価格がばらけて
いないものよりも不確実性が高い株式の方が投資家の予想価格
がばらけているのでボラティリティが高くなる．また，需給の
歪みを吸収する注文が常に多く待機している高流動性の株式よ
りも，吸収する注文が少なく需給の歪みが激しい低流動性の株
式の方がボラティリティが高くなる．
次に，ノイズトレーダー以外に，効用関数で注文数量を決め

るノイズトレーダーではない投資家 (通常投資家)も存在する
場合を考える．普通投資家はファンダメンタル戦略やテクニカ
ル戦略などが該当する．普通投資家は戦略にもとづいて最適な
売買と保有量を考え，ノイズトレーダーが供給している流動性
を奪ってその保有量を達成する．すべでの投資家の買い・売り
の注文総量を

Ab
t =

1
2
S + 1

2
kS(1 + lUt)ϵt

As
t = 1

2
S − 1

2
kS(1 + lUt)ϵt

(6)

と仮定する．lUtが通常投資家が加わったことによる項であり，
lは通常投資家が存在する割合，つまり流動性を供給する投資
家に対する流動性を奪う投資家の存在する割合，Ut は通常投
資家の効用関数で決まる取引数量の係数である．また，Ut を
constant absolute risk aversion(CARA)型の効用関数を仮定
する ∗7．すなわち，

Ut ∝
ret
α

(7)

となる．ここで，ret は通常投資家の期待リターンの大きさ，α

は通常投資家のリスク回避度である．通常投資家は価格が大
きく変化したときほど大きなリターンを期待すると考えられ

∗7 [Pratt 64,Arrow 65]らによって提案された．なお，CARA型効
用関数を用いて注文数量を決定している人工市場モデルとして [Izumi
96,Arthur 97,Izumi 99,Yagi 10,Chiarella 09,Gsell 09]など多数
ある．そして，[水田 12]はこのモデルがボラティリティクラスタリ
ングを再現するのに重要な役割を果たす場合があることを示した．

るので，ここでは ret は r2t−1 の大きさに比例すると仮定する．
そして，Ut を以下のように仮定する．

Ut =
r2t−1

α
(8)

式 (6)，式 (8)を式 (2)に代入すると，

rt = ρk
(
1 +

l

α
r2t−1

)
ϵt (9)

を得る．r4t−1 ≪ 1と仮定し，これと式 (1)を比較すると，

σ2
t = ρ2k2 + 2ρ2k2 l

α
r2t−1 (10)

となり，
a0 = ρ2k2

a1 = 2ρ2k2 l
α

(11)

が得られる．a0 はノイズトレーダーのみの場合と同じである．
a1 はボラティリティクラスタリングの大きさを示しているが，
その要因は固定的なボラティリティ(a0)と同じ ρ，kのみなら
ず，通常投資家が存在する割合 (l)と，普通投資家のリスク回
避度 (α) で決まることを示している．例えば，流動性を供給
するノイズトレーダーに比べ流動性を奪う普通投資家が多く
なるとボラティリティクラスタリングが大きくなる．また，普
通投資家のリスク回避度が低くなると，つまりリスクをとった
取引を行うほどボラティリティクラスタリングは大きくなる．
ただし，普通投資家は固定的なボラティリティには影響を与え
ない．

3. まとめと今後の課題

本研究では人工市場研究からの知見を用いて，ARCH(1)

モデル [Engle 82] のミクロ的基礎付けを試みた．すなわち，
ARCH(1)モデルの各係数が，どのミクロプロセスから生じて
いるのかを明らかにすることを試みた．
その結果，ボラティリティσ2

t は，

σ2
t = ρ2k2 + 2ρ2k2 l

α
r2t−1 (12)

となることを示した．投資家の予想価格のばらつき (ρ)と需給
の歪み (k)が大きくなるとボラティリティは大きくなり，流動
性を奪う投資家の存在割合 (l)が大きくなったり投資家のリス
ク回避度 (α) が小さくなるとボラティリティクラスタリング
は大きくなることが分かった．
今後の課題は２つある．１つは，本研究で得られたモデルを

実証分析によって検証することである．もうひとつは，本研究
がもちいた仮定は強すぎるため，おのおのの仮定を慎重に検討
することである．

補足

[水田 12]が導出した式 (2)の導出過程を紹介する．
買い注文をだす投資家も売り注文をだす投資家も十分多く存

在するとする．時刻 tの投資家の注文価格 (対数価格)pt の分
布は，図 1のように，買い注文，売り注文ともに，平均 pt−1，
標準偏差 ρ́ の正規分布であるとする．この注文価格のちらば
りは予想している価格の散らばりに相当しているといえる．買
い注文と売り注文は同じ形の分布であるが，注文総量 (面積に
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図 2: 板寄せによる取引価格の決定．横軸が価格，縦軸が累積注文量でることに注意．

相当)は異なり，買い注文の面積は買い注文・売り注文それぞ
れ，Ab

t，As
t とする．ここで板寄せ方式による価格決定を行う．

板寄せ方式は需要と供給が均衡する価格で取引を行う方式であ
る．図 2 が示すように，買い手の指値分布から需要曲線，売
り手の指値分布から供給曲線を作成しそれが交わったところが
取引価格となる ∗8．供給曲線 Bs

t (pt)は，ある価格 pt 以下の
価格で発注する売り手の注文数の和 (累積注文数)である．つ
まり，売り手の指値分布を価格の安い方から高い方へ累積した
形となり，

Bs
t (pt) =

As
t

2

[
1 + erf

(
pt − pt−1√

2ρ́2

)]
(13)

とあらわされる．ここで，erf は誤差関数であり、

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t2dt (14)

と定義される．需要曲線は，ある価格以上の価格で発注する買
い手の注文数の和 (累積注文数)であり，

Bb
t (pt) = Ab

t −
Ab

t

2

[
1 + erf

(
pt − pt−1√

2ρ́2

)]
(15)

∗8 図 2 は横軸が価格，縦軸が累積注文量であることに注意．

となる．図 2左に示すようにAs
t = Ab

t の場合は価格 pt−1で取
引され，価格変動しない．しかし図 2右が示すように，As

t ̸= Ab
t

の場合は，pt−1 で取引されない．つまり，需給の歪みによっ
て，予想している価格の平均値 (pt−1)とは違う価格 (pt)で取
引される．ここで，Bs

t (pt) = Bb
t (pt)より pt を求めると，

pt − pt−1 = rt =
√

2ρ́2erf−1(Z) (16)

ここで，rt は対数リターン，erf−1 は誤差関数の逆関数，

Z ≡ Ab
t −As

t

Ab
t +As

t

(17)

と定義する．Z は，
|Z| < 1 (18)

を必ず満たす。Z ≪ 1のと仮定すると，erf−1(z)は級数展開
でき，１次の項まで取り出すと，(２次の項はない)，

rt =

√
π

2
ρ́Z (19)

ここで ρ =
√

π/2ρ́と定義し Z を元に戻すと，

rt = ρ
Ab

t −As
t

Ab
t +As

t

(20)



となり，式 (2)が得られた．
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