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Abstract: リードラグ効果は、金融市場のいたるところで観察され、特に高頻度データを用いた
投資戦略を策定する上で重要な要因である。一方で、Lead-Lag効果を推定するために、次の 3つの
課題が存在する。(1)高頻度データにおいては、2つの時系列が常に同時に観測できるとは限らない
(非同期)。(2)高頻度データのサイズは大きく、応用のためには短期間で推定を完了する必要がある。
(3)Lead-Lag効果は時変的であり、かつ短期間しか持続せず、しばしば外部要因の影響を受ける。本
研究では、これらの課題をすべて解決する、新しい Lead-Lag効果の推定量 (NAPLES:Negative And

Positive lead-lag EStimator)を提案する。人工データセットと実際の金融市場のデータセットを用
いた実験の結果、NAPLESは、重要なマクロ経済のアナウンス (外部要因)によって引き起こされた
ものを含め、Lead-Lag効果と強い相関関係が確認できた。

1 はじめに

裁定機会 (arbitrage opportunity)の解析は数理ファ
イナンスにおいて重要な課題の一つである。裁定機会
の代表的なものに一つの銘柄の値動きが他の銘柄の値
動きよりも先行または遅行する Lead-Lag効果がある
[19, 21, 12, 9]。先行している銘柄の値動きに合わせて
遅行している銘柄を売買することによりリスクを取る
ことなくリターンを発生することができるため、Lead-

Lag効果については古くから計量経済学や金融工学の
分野で研究がされてきた [21, 12]。
投資判断・市場構造分析において、より高速・正確
に Lead-Lag効果を推定することの重要性が近年増化
している。その理由の１つは、近年、高速な情報通信
と計算機を用いた電子取引が可能となり、市場はより
効率的になり Lead-Lag効果の探索は難しくなったか
らである [8, 6, 24]。２つ目の理由として、直近ではミ
リ秒・ナノ秒単位で電子取引を行う高頻度取引が登場
したため、より短い時間の Lead-Lag効果を利用して
収益を得ることが可能となった [3, 25, 22]。
はじめに Lead-Lag効果の推定の方法論を数学的に

定式化する。この推定は、２つ時系列を観測し、一方
のタイムスタンプをずらしながら相関係数を最大化す
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る方法が一般的である。資産価格Xtを 0 = s0 < s1 <

s2 < · · · < sn という時刻で観測し、資産価格 Yt を
0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tm という時刻で観測する。
Xt が Yt を Lead-Lag パラメタ θ で先行していると
は、任意の θ′ ̸= θについて、Xt と Yt+θ の相関が Xt

と Yt+θ′ の相関よりも強いことをいう。この Lead-Lag

パラメタを推定するには、 ˆCorr という相関係数の推
定量を定義し、以下の最大化問題を解く。

θ̂ = argmaxθ∈Θ
ˆCorr({Xsi}ni=1, {Ytj+θ}mj=1) (1)

高頻度取引におけるLead-Lag効果の推定における重
要かつ難解な課題は大きく 3つあり、それらは、(1)タイ
ムスタンプの非同期性、(2)計算量の膨大性、(3)Lead-

Lag効果の時変性である。
(1) タイムスタンプの非同期性とは、tick データに
対して Lead-Lag 効果を計算するときの課題である。
tickデータは市場で起こった全てのイベントを保存す
るので、タイムスタンプが揃っていない。この課題に
対しては Hayashi & Yoshida(2005)が非同期に観測さ
れる時系列データに対して共分散推定量を定義し [16]、
Hoffman, Rosenbaum, & Yoshida(2013)がその推定量
を最小化することによって得られる Lead-Lag効果の
推定量を定義したことにより、解決方法が提案された
[17]。しかし、その手法を実世界に適応するために様々
な理論的解析 [10, 14, 15]および実証的解析 [1, 5, 7, 18]

が現時点でも行われている。
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(2)計算量の膨大性とは、高頻度取引が一般的になる
につれて、計算量が膨大となる課題である。データ数
T、銘柄数N、ラグ候補数 Lとしたときに現在の計算
量は、O(T 2N2L)のオーダーでの計算量が多く、これ
以上の計算オーダーの計算アルゴリズムは開発されて
いない。
(3) Lead-Lag効果の時変性とは、Lead-Lagパラメタ
が時間に応じて変化することで推定が困難になるとい
う課題である。基本的に Lead-Lag効果は、情報の非
対称性 [24]やトレーディング・ボリュームの差 [11]に
よって価格変更が遅れていること等に起因して発生し、
常に発生しているわけではない [2, 4, 23]。そのために
時間変化するラグを扱うことのできる方法が必要とさ
れている [20]。本論文では、これらの 3つの問題を解
決するための Lead-Lag効果の新しい推定量を提案す
る。提案方法は、非同期に観測される時系列のセット
を使用して実行できるだけでなく、観測数に対して線
形な計算複雑性で実行が可能である。本論文の主な貢
献は下記の通りである。

• 3つの課題を解決する Lead-Lag効果の新しい推
定法を提案した。

• 推定法の数学的な性質を与えるとともにその解釈
を行った。

• 人工データ・実データを用いた実験により、提案
手法の有効性を示すとともに、マクロ指標の発表
前にリードラグの推定を行い、その考察を行った。

2 問題設定と先行研究

ここでは、リードラグ効果の推定の定式化と先行研
究において提案された手法を概観する。

2.1 Notation

2つの実数 a, b ∈ Rの区間を次のように書く。[a, b] =
{x|a ≤ x ≤ b} ,]a, b] = {x|a < x ≤ b}, [a, b[ = {x|a ≤
x < b}, ]a, b[ = {x|a < x < b} また、a ∨ bと a ∧ bは
それぞれmax{a, b}とmin{a, b}を表す。1A は条件 A

についての指示関数である。

2.2 問題設定

Xt, Ytを 2つの確率過程 (e.g., 資産価格)とする。Xt

は時間間隔 0 = s1 < s2 < · · · < sn = T で観察され、
Yt は時間間隔 0 = t1 < t2 < · · · < tm = T でそれぞれ
観察されるとする。はじめに Lead-Lag効果と非同期
観測の定義を行う。

Definition 1 Xt が Yt に対して、Lead-Lagパラメタ
θ の Lead-Lag 効果を持つとは、任意の α に対して、
Xt, Yt+α の相関係数の絶対値が Xt, Yt+θ よりも大き
いことをいう

Definition 2 XtとYtが、すべての iに対して、si = ti
が成立する場合、同期観測であるといい、同期観測で
ない場合、非同期観測という。

本研究における問題設定は、非同期観測されたデー
タから Lead-Lag効果を推測することである。つまり、

Problem 1 XtがLead-Lagパラメタ θを持ち、Ytを先
行すると仮定する。このとき、非同期観測データ{Xsi}ni=0

および {Ytj}mj=0から、Lead-Lagパラメタ θを推定する。

2.3 先行研究

高頻度取引が盛んになる前は、同期観測のデータに対
する Lead-Lagの推定量が Lo & MacKinlay(1990)[21]

や de Jong & Nijman [12]によって考案されていた。
高頻度取引が盛んになり非同期観測場合における

Lead-Lagの推定のためにHayashi & Yoshida(2005)は
次のような共分散推定量を提案した、

Definition 3 資産価格Xtを s1 < s2 < · · · < snとい
う時刻で観測し、資産価格 Ytを t1 < t2 < · · · < tmと
いう時刻で非同期的に観測するとき、Hayashi-Yoshida

の共分散推定量は HY(Xs, Yt, {si}ni=1, {tj}mj=1)

=
n−1∑
i=1

m−1∑
j=i

(Xsi+1
−Xsi)(Ytj+1

−Ytj )1{]ti−1,ti]∩]sj−1,sj ] ̸=∅}

のように定義されるものである。この共分散推定量を
用いて、

Un(θ̃) := 1ϑ̃≥0HY(Xs−θ̃, Yt, {si − θ̃}ni=1, {tj}mj=1)

+1ϑ̃<0HY(Xs+θ̃, Yt, {si + θ̃}ni=1, {tj}mj=1)

のように時系列をシフトした共分散推定量を作ること
によって Lead-Lag効果の推定する。

この推定量の理論的拡張として、Chiba(2017)はこの
推定量を非整数ブラウン運動の場合に拡張した。また、
Hayashi & Koike(2017) [14]はフーリエ変換を用いてこ
の推定量の改良を行い、Hayashi & Koike(2018) [15]は
ウェーブレット変換を用いてこの推定量の改良を行った。
一方でこれらの研究と独立した形で、Dobreva & Schaum-

burgb は次のような Lead-Lag 推定のための数値を考
案している。
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図 1: アルゴリズムの概念図

Definition 4 (式 (2) in [13]) 2 資産 X,Y が観測さ
れている状況を考える。確率過程 Ẑt は、ある資産Z =

X,Y が時刻 tにおいて取引されているときに 1,それ
以外の時に 0を返すような確率過程である。このとき、
Dobreva-Schaumburgbの指数DStとは次のように計算
されるものである。

DSt :=

∑N−|t|
i=|t| X̂i+tŶi∑N−|t|

i=|t| X̂i+t ∧
∑N−|t|

i=|t| Ŷi

.

Dobreva-Schaumburgbの指数はHoffman-Rosenbaum-

Yoshidaと同様に tに関して探索を行うことによって
Lead-Lag効果の推定を行うことができる。その統計的
性質は明らかになっていないが、実証的研究によって
その有効性が明らかにされている。

3 提案手法:NAPLES

提案手法は、(1)時系列の符号による単純化と (2)単
純化した時系列をもちいた投資戦略の計算をする。(1)

によって、時系列を単純化し、Lead-Lagに機敏に反応
する推定量を作ることができる。また (2)によって、タ
イムスタンプの非同期性や Lead-Lagパラメタの時間
変化を考慮した、高速な計算をすることができる。
ここで、{Zuk

}nk=1 ∈ {{Xsi}i, {Ytj}j} を観測した
とき、その対数リターンとリターンの符合をそれぞれ
r
(Z)
uk = log(Zuk

/Zuk−1
), b

(Z)
uk = sign{r(Z)

uk }と書く。こ
のとき、Ẑt を b

(Z)
uk の累積和 Ẑt =

∑n
k=1 1uk<tb

(Z)
uk と

して定義する。

Definition 5 (NAPLES; Negative And Positive lead-

lag EStimator) Xtを時刻 0 = s1 < s2 < · · · < sn = T

で観察し、Yt を 0 = t1 < t2 < · · · < tm = T で観察す
る。このとき、指数NAPLES、R(t;Xt, Yt)は次のよう
に定義される。

R(t;Xt, Yt) :=

n−1∑
i=1

(
b(X)
si Ŷsi+1 − b(X)

si Ŷsi

)
1si+1<t

−
m−1∑
j=1

(
b
(Y )
tj X̂tj+1

− b
(Y )
tj X̂tj

)
1tj+1<t

この定義は一見すると複雑に見えるが、以下のよう
な単純な発想に基づくものである。つまり、X が Y に
対して先行しているとき、Y をX の価格変動に応じて
取引したときの利益または損失が R(t;Xt, Yt)である。
具体的には、R(t;Xt, Yt)の第一項は、時刻 si でX の
価格が上昇 (下落)したときに、時刻 siで Ŷ を買い (売
り)、時刻 si+1で Ŷ を売る (買う)戦略のリターンを表
している。一方で、第二項は、時刻 siで Y の価格が上
昇 (下落)したときに、時刻 siで X̂ を買い (売り)、時
刻 si+1で X̂ を売る (買う)戦略のリターンを表してい
る。図 1が我々のアルゴリズムの概念図である。これを
用いると、Lead-Lagパラメタ θは次のように計算する
ことができる。

θ̂ = argmaxθ∈ΘR(T,Xt, Yt+θ) (2)

NAPLESは、上記の 3つの問題を解決する。すなわ
ち、(1)非同期観測の時系列に対して計算可能であり、
(2)推定量は単にN 項の合計であるため、O(N)のオー
ダーで計算可能であり、(3)取引戦略のリターンである
ため、各時点ごとに Lead-Lagを推定でき、Lead-Lag

の時変的な性質を捉えることができる。
さらに、R(t;Xt, Yt)の性質を表す下記の定理を示す。

Theorem 1 二つの資産価格X,Y が相関 ρ、Lead-Lag
パラメタ θを持つ幾何ブラウン運動に従うとする。さ
らに観測時刻 si と tj が常に等間隔∆であると仮定す
る。このとき、R(T ;Xt, Yt)は次を満たす。

E[R(T ;Xt, Yt)] =


L arcsin

(
ρ|θ|
∆

)
0 < |θ| < ∆のとき

L arcsin
(

ρ(2∆−|θ|)
∆

)
∆ < |θ| < 2∆のとき

0 それ以外の場合

ただし l は θ > 0 のとき m − 1 で、θ < 0 のとき n − 1 であるよ
うな定数であり、L = l

π
sign(θ) である。

この定理の証明を一般化した定理ともに Appendix

に示す。

3.1 提案手法の定性的解釈

前節では提案手法の数学的性質を明らかにした。こ
の節では提案手法の具体例を計算することによってそ
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の原理を定性的に明らかにする。Theorem 1から等間
隔に観測される場合において我々の指数の期待値は以
下のようになることがわかっている。

E[R(T )] = 10<|θ|<∆
l

π
sign(θ) arcsin(

ρ|θ|
∆

)

+1∆<|θ|<2∆
l

π
sign(θ) arcsin(

ρ(2∆− |θ|)
∆

).

図 2: θを変化させたときのの E[R(T )]の変化

図 2は、Lead-Lag効果を表す θのみを動かしたとき
の我々の推定量の値である。その定性的性質を考察す
る。まず、この手法において絶対値が 2∆よりも大きな
ラグを検出することは、E[R(T )]が常に 0であるため
できない。これはこの手法の技術的限界を示すわけでは
なく、Xt, Yt という系列があったときにもし |θ| > 2∆

であったとしてもXt, Yt+αについて R(T )を計算する
ことで |θ − α| < 2∆とすることで Lead-Lag効果の検
出が可能になるということを示している。これによっ
て |θ−α| > 2∆を満たすような αに関しては全く反応
がないので検出の精度を上げることができる。
また、|θ| < ∆に関してはE[R(T )]が単調増加してい
る。これはラグが大きければ大きいほど早く先行する
銘柄の動きを捉えることができ、次の∆秒後のブロッ
クで売買を行うことによって利益を得ることができる
ことを示している。一方で |θ| > ∆に関してはE[R(T )]

の絶対値が単調減少している。これはラグが観測間隔
よりも大きいときは、検出できたとしてもその売買を
行うブロックが遅れた 2つ遅れたブロックになってし
まうことから、ブラウン運動の独立増分性からその先
行者から得られる情報を活用できなくなることを示し
ている。
一般的に∆は秒からミリ秒やナノ秒単位に縮小する
傾向があり、この関数は 2つの正と負の δ 関数を組み
合わせたような形になることが考えられる。そのよう
な場合において、αによる探索を行うことでより良い
Lead-Lag効果の推定量を得ることが考えれる。一方で
∆が比較的大きな場合においても絶対値が∆の中では

指数が単調増加することから良い推定量が得られる事
がわかる。

4 実験と考察

本章では提案手法の有効性を示すために、人工データ
及び実データによる実験を行う。本章では、先行研究と
同様に、Hoffman-Rosenbaum-Yoshidaの手法 (HRY)

とDobreva-Schaumburgbの手法 (DS)との比較実験を
行う [15, 13]。

4.1 人工データの問題設定

実験のために次のような確率微分方程式に従って生
成したデータを用いる。 Xt = x0 exp

(
σ1B

(1)
t

)
Yt = y0 exp

(
ρσ2B

(1)
t−ϑ + σ2

(
1− ρ2

)1/2
Wt−ϑ

) 　.

ここで各実験の数値はそれぞれ、観測する時刻 0 ≤ t ≤
10000, 各資産の初期値 x0 = y0 = 100, 各資産のボラ
ティリティσ1 = σ2 = 1.0, Lead-Lagパラメタ θ = 10,

共分散 ρ ∈ {1.0, 0.9, 0.8, 0.7, 0.6, 0.5} とした。

4.2 Lead-Lagの検出力の実験

本実験では、Lead-Lagを検出できる能力について考
察する。非同期観測の幾何ブラウン運動での人工デー
タを用いた実験結果を示す。一般的に時系列の相関係
数が低くなっているときの Lead-Lag効果は測定するこ
とが難しいので本実験では相関係数を動かし、それ以
外のパラメータは固定した場合での正答率を見る。こ
こでの共分散 ρ ∈ {1.0, 0.9, 0.8, 0.7, 0.6, 0.5}とした。推
定する Lead-Lagはある候補の中から選ばれるがその
項は {−100,−99, · · · , 99, 100}とした。Lead-Lagを検
出できたかか否かについては、Lead-Lagの真値である
θ = 10から上下 2の間である {8, 9, 10, 11, 12}のうち
のどれかが推定された場合それは正解であるとし、そ
れ以外は不正解とした。実験は 1000回乱数を発生させ
てその中での正答率を見るというセットを 1セットと
し、そのセットを 100セット行う事によって、平均と
標準偏差を計算した。
表 1はその正答率を示す。表から HRYは共分散が 1

以外の場合においては極端に悪い性質を示しているこ
とがわかる。また DSはハイパーパラメータが最も良
いものをチューニングして使っており、これは同期観
測においては我々の手法を {0, 1}に直しただけである。
故に同様の結果が得られていることがわかる。
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表 1: 非同期観測の人工データにおける Lead-Lag効果推定

Methods ρ = 1.0 ρ = 0.9 ρ = 0.8 ρ = 0.7 ρ = 0.6 ρ = 0.5
HRY[17] 0.974 ± 0.004 0.944 ± 0.006 0.939 ± 0.006 0.931 ± 0.006 0.919 ± 0.008 0.898 ± 0.009
DS[13] 1.000 ± 0.000 0.984 ± 0.004 0.964 ± 0.005 0.939 ± 0.007 0.918 ± 0.007 0.887 ± 0.008
提案手法 1.000 ± 0.000 1.000 ± 0.000 1.000 ± 0.000 0.999 ± 0.001 0.999 ± 0.001 0.994 ± 0.002

4.3 Lead-Lagの推定における収束速度の比
較

本実験では人工データの観測時間を増やすことによっ
て各アルゴリズムのが非同期観測の条件下においてど
のような速度で収束するのかを見る。各モデルとパラ
メータはと次のようにして行う。共分散 ρ = 0.9 観測
間隔は平均 10標準偏差 2の正規分布に従うとした。推
定する Lead-Lagはある候補の中から選ばれるがその
項は {−100,−99, · · · , 99, 100} とした。本実験におい
ては観測する時刻 t = 0, 1, · · · , T, の最大値である T

を動かすことによって、各アルゴリズムが収束するま
でにどれだけの時間を要するかを調べる。T に関して
は、T ∈ {102.5, 102.6, 102.7, · · · , 104.9, 105.0}を用いる。
T が大きくなるにつれて相対的に観測間隔は小さくな
るため、これは HRYの収束の仮定を満たすことにも
なる。実験に関しては 1,000回実験を行った際の推定
値の平均絶対誤差をもって評価する。つまり、乱数を
n = 1, 000回発生させ、i番目の実験において各アルゴ
リズムによって推定された Lead-Lagを θ̂i とし、真値
を θiとするとき、そのアルゴリズムの平均絶対誤差は
1
n

∑n
i=1 |θ̂i − θi|となる。

図 3はその収束の様子を示すグラフである。図からわ
かる通り、HRYは収束速度について早いが、正確な値
に収束することはない。DSはそれに比べると良い値に
収束するが、それでも収束が遅いことがわかる。一方
で提案手法は DSと同様の収束速度を保ちながら、有
意に正確な値を推定することができる。
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図 3: 各アルゴリズムの収束の比較

図 4: 重要なマクロ指標発表前の Lead-lagパラメタ。

4.4 実データにおけるLead-Lagの推定

本節では、提案手法が実データにおいても有効であ
ることを示す。本実験では、AUD/USDとNZD/USD

という 2つの地理的に近く似た通貨とされる通貨ペア
を用いた。ただし、AUDはオーストラリアドル、USD

はアメリカドル、NZDはニュージランドドルの略称で
ある。我々は、2019年 1月から 2019年 9月 30日まで
のデータを Dukascopyからダウンロードした 1。
また、オーストラリアとニュージランドの重要な指
標発表については、“Economic calendar Investing.com

Forex (2011-2019)”2を用いた。図 4.3 が重要な指標発
表前後の Lead-Lagパラメタを示している。

1https://www.dukascopy.com/
2https://www.kaggle.com/devorvant/economic-calendar
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4.5 考察

本論文では、Lead-Lag効果推定のための指数NAPLES

を提案した。実験 4.2から、単なる共分散推定量よりも、
符合を用いた DSと提案手法がより効果的であること
がわかる。実験 4.3から、定性的に定理 1を考察が示す
ように提案手法は Lead-Lagに鋭敏に反応するため、収
束が良く精度も良いことがわかる。実験 4.4からは、以
下のような考察が得られる。

• Lead-lag効果は重要な指標発表前後で変化する。

• NAPLESはHRYよりも早く Lead-Lag効果を推
定できる (a1, a2, b4)。

• NAPLESとHRYが示す Lead-Lag効果は符合と
しては同じである。

• NAPLESはHRYが発見できない Lead-Lag効果
を発見できる。 (a3 and b2 and b4).

5 まとめ

本論文では、高頻度取引における Lead-Lag効果の
推定における 3つの課題である、(1)タイムスタンプの
非同期性、(2)計算量の膨大性、(3)Lead-Lag効果の時
変性を解決するための Lead-Lag効果の新しい推定量
であるNAPLESを提案し、推定法の数学的な性質を与
えるとともにその解釈を行った。また人工データ・実
データを用いた実験により、提案手法の有効性を示す
とともに、マクロ指標の発表前にリードラグの推定を
行い、その考察を行った。今後の課題としては、提案
手法の統計的性質を明らかにすること、および具体的
な裁定取引戦略への応用により収益性を検証すること
が挙げられる。
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6 Appendix

次の定理を同期観測の場合に制限すれば直ちに主定
理が得られる。

Theorem 2 2つの資産価格X,Y が幾何ブラウン運動
dXt = σ1dW

(1)
t , X0 = x0, dYt = σ2dW

(2)
t , Y0 = y0

に従うとする。ただし、W
(1)
t ,W

(2)
t−θ はW

(1)
t と独立な

標準ブラウン運動 W
(3)
t を用いて W

(2)
t−θ = ρW

(1)
t +√

1− ρ2W
(3)
t とあらわされる相関係数が ρ の標準ブ

ラウン運動である。先行遅行関係は θであらわす。
資産価格Xtを 0 = s0 < s1 < s2 < · · · < snという時刻
で観測し、資産価格 Yt を 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tm
という時刻で非同期的に観測する。
これに対して ti := min{tj | si ≤ tj}, ti := max{tj | si >
tj}, sj := min{si | tj ≤ si}, sj := max{si | si < tj}
として、si, tj に一番近いような tj , si のうち大きいも
のと小さいものを 1 つづつ選んで対応付して、T =
max{sn, tm}とおく。
タイムスタンプについて次のような条件を仮定する。
(1)任意の iについて si < tj < si+1を満たすような tj
は 1個または 0個しか存在しない。(2)任意の jについ
て tj < si < tj+1を満たすような siは 1個または 0個
しか存在しない。このとき R(T )の期待値は次のよう
になる。

E[R(T )]

=
1

π

n−1∑
i=1

1si−1<ti+θ<si
arcsin(

ρ(si − ti − θ)√
(ti+1 − ti)(si − si−1)

)

+
1

π

m−1∑
j=1

1sj<tj+θ<sj+1
arcsin(

ρ(tj + θ − sj)√
(sj+1 − sj)(tj − tj−1)

)

−
1

π

n−1∑
i=1

1si−1<ti+1+θ<si arcsin(
ρ(ti+1 + θ − si−1)√
(ti+1 − ti)(si − si−1)

)

−
1

π

m−1∑
j=1

1sj<tj−1+θ<sj+1
arcsin(

ρ(sj+1 − tj−1 − θ)√
(sj+1 − sj)(tj − tj−1)

).

Lemma 3 N,M をともに平均が 0で分散が 1の標準
正規分布に従い、相関係数が ρであるような確率変数
であるとする。このとき次が成り立つ

P(N > 0,M > 0) =
1

4
+

arcsin(ρ)

2π
=

arccos(−ρ)

2π
.

Proof 1 (補題の証明) 2つ目の等式は明らかである。
故に 1つ目の等式を示す。これはBox-Muller変換を用
いればわかる。実際 V,W を独立な標準正規分布に従
う確率変数とする。U を [−π, π)上一様分布にしたが
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う確率変数とする。このとき R =
√
V 2 +W 2 とおき

ϕ = arcsin ρとおく。ここで

(N,M) = (
√
2(V cosϕ+W sinϕ),W ),

(V,W ) = (R cosU,R sinU)

が同時分布が同じという意味で成り立つことがわかる。
よって以下のように補題が証明される。
P [N > 0,M > 0] = P [cosU cosϕ+ sinU sinϕ > 0, sinU > 0]

= P [U ∈ (ϕ− π/2ϕ+ π/2) , U ∈ (0, π)]

=
1

4
+

ϕ

2π
=

1

4
+

arcsin(ρ)

2π
=

arccos(−ρ)

2π
.

Proof 2 (定理の証明) 最後の時刻である T まで観測
しているので R(T )は以下のようになる。

R(T ) =

n−1∑
i=1

(
b
(X)
si Ŷsi+1 − b

(X)
si Ŷsi

)
−

m−1∑
j=1

(
b
(Y )
tj

X̂tj+1 − b
(Y )
tj

X̂tj

)
.

まず第 1項
∑n−1

i=1

(
b
(X)
si Ŷsi+1 − b

(X)
si Ŷsi

)
について考える。b(X)

si+1

と b
(X)
si が同符号であるときは (b

(X)
si+1

Ŷsi+2−b
(X)
si+1

Ŷsi+1 )+(b
(X)
si Ŷsi+1−

b
(X)
si Ŷsi ) = (b

(X)
si+2

Ŷsi+1 − b
(X)
si Ŷsi ) となり、または b

(X)
si が 0 で

あるときは (b
(X)
si Ŷsi+1 − b

(X)
si Ŷsi ) = 0 となるので同符号または

0 となるような si を省略することによって、b
(X)
si+1

= −b
(X)
si かつ

b
(X)
si ̸= 0 がすべての i に成り立つように si を取り直して計算して
も R(t) の数値は同じであるので、以下はそのように取り直した si
を用いる。
また第 1 項は先述の通り

b̂
(Y )
si+1

:= (Ŷsi+1 − Ŷsi ), b̂
(X)
tj+1

:= (X̂tj+1 − X̂tj )

と定義することによって

n−1∑
i=1

b
(X)
si (Ŷsi+1 − Ŷsi ) =

n−1∑
i=1

b
(X)
si b̂

(Y )
si+1

と書き直すことができる。ここで仮定より

b̂
(Y )
si+1

= sign(Yti+1 − Yti
), b̂

(X)
tj+1

= sign(Ysj+1 − Ysj ),

が成り立つので確率変数 b
(X)
si b̂

(Y )
si+1

はこの 2つの確率変数が同符号
のとき 1、異符号のとき −1となるような確率変数である。ゆえに、
その期待値を計算するときは、同符号・異符号であるときの確率を
それぞれ計算して、

E[

n−1∑
i=1

b
(X)
si b̂

(Y )
si+1

] =

n−1∑
i=1

E[b
(X)
si b̂

(Y )
si+1

]

=

n−1∑
i=1

P((W
(1)
si −W

(1)
si−1

)(W
(2)
ti+1

−W
(2)

ti
) > 0)

−
n−1∑
i=1

P((W
(1)
si −W

(1)
si−1

)(W
(2)
ti+1

−W
(2)

ti
) < 0)

=

n−1∑
i=1

2P((W
(1)
si −W

(1)
si−1

)(W
(2)
ti+1

−W
(2)

ti
) > 0) + 1

とすることができる。最後の確率を計算するために

psi,si−1 := (W
(1)
si −W

(1)
si−1

), qti+1,ti
:= (W

(2)
ti+1

−W
(2)

ti
)

という確率変数を定めて、

P(psi,si−1qti+1,ti
> 0)

を計算する。W (1),W (2)はブラウン運動であるので psi,si−1qti+1,ti

はともに正規分布に従う。よってこの確率を計算するためには、補

題 3から psi,si−1qti+1,ti
の相関係数を計算すればよい。ここで、

W (1),W (2) は先行遅行関係があるブラウン運動がであったので

qti+1,ti
= (W

(2)
ti+1

−W
(2)

ti
)

= ρ(W
(1)
ti+1+θ −W

(1)

ti+θ
)

+
√

1− ρ2(W
(3)
ti+1+θ −W

(3)

ti+θ
)

= ρpti+1+θ,ti+θ +
√

1− ρ2r

と書ける。ただし、r = (W
(3)
ti+1+θ −W

(3)

ti+θ
) であり p とは独立な

確率変数である。ゆえに求めるべき共分散は共分散の双線形性と r
の独立性によって

Cov(psi,si−1 , qti+1,ti
)

= Cov(psi,si−1 , ρpti+1+θ,ti+θ +
√

1− ρ2r)

= ρCov(psi,si−1 , pti+1+θ,ti+θ)

+ Cov(psi,si−1 ,
√

1− ρ2r)

= ρCov(psi,si−1 , pti+1+θ,ti+θ)

= ρCov((W
(1)
si −W

(1)
si−1

), (W
(1)
ti+1+θ −W

(1)

ti+θ
))

となるので、ブラウン運動の独立増分性から
Cov(psi,si−1 , qti+1,ti

) =
ρ(si − ti − θ) si−1 < ti + θ < siのとき
ρ(ti+1 + θ − si−1) si−1 < ti+1 + θ < siのとき
0 それ以外のとき

であることがわかる。ゆえにこれらの確率変数の相関係数は以下の
ようになる。Corr(psi,si−1 , qti+1,ti

) =
ρ(si−ti−θ)√

(ti+1−ti)(si−si−1)
si−1 < ti + θ < siのとき

ρ(ti+1+θ−si−1)√
(ti+1−ti)(si−si−1)

si−1 < ti+1 + θ < siのとき

0 それ以外のとき

ここで P(psi,si−1qti+1,ti
> 0) を計算するために補題 3を用

いる。求めるべきは、P(psi,si−1qti+1,ti
> 0) = P(psi,si−1 >

0, qti+1,ti
> 0) + P(psi,si−1 < 0, qti+1,ti

< 0) = 2P(psi,si−1 >

0, qti+1,ti
> 0) である。ここで補題からP(psi,si−1qti+1,ti

> 0) =
1
π
arcsin(

ρ(si−ti−θ)√
(ti+1−ti)(si−si−1)

) + 1
2

si−1 < ti + θ < siのとき

1
π
arcsin(

ρ(ti+1+θ−si−1)√
(ti+1−ti)(si−si−1)

) + 1
2

si−1 < ti+1 + θ < siのとき

1
2

それ以外のとき

が得られる。R(t) の第 2 項の

m−1∑
j=1

(
b
(Y )
tj

X̂tj+1 − b
(Y )
tj

X̂tj

)
=

m−1∑
j=1

b
(Y )
tj

b̂
(X)
tj+1

についてもこれまでの議論を Y,X を置き換えて同様にブラウン運
動の共分散を計算することによって
P(psj+1,sj qtj ,tj−1 > 0) =

1
π
arcsin(

ρ(tj+θ−sj)√
(sj+1−sj)(tj−tj−1)

) + 1
2

sj < tj + θ < sj+1のとき

1
π
arcsin(

ρ(sj+1−tj−1−θ)√
(sj+1−sj)(tj−tj−1)

) + 1
2

sj < tj−1 + θ < sj+1のとき

1
2

それ以外のとき

が成り立つことがわかる。これらを足し合わせて定理が証明される。
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